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Zusammenfassung

Wir untersuchen einige Randbedingungen fiir Diracoperatoren aus Sicht des
Kontinuumslimes des Chalker-Coddington-Modells sowie aus Sicht der
mathematischen Theorie von Spinorbiindeln iiber kompakten
Mannigfaltigkeiten mit zylindrischem Kragen. Wir definieren den Begriff
Punktkontakt im Kontinuumslimes iiber eine Aufteilung der
Wellenfunktion am Kontaktort, die von einer Randbedingung sichergestellt
wird. AbschlieBend untersuchen wir fiir ein System mit schwacher
Unordnung die Beziehung zwischen Punktkontaktleitwerten im offenen und
Dichtekorrelationen im geschlossenen Fall.
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0.1 Was sind Diracoperatoren?

In der relativistischen Quantenmechanik beschreibt die Diracgleichung die
Dynamik der Fermionen. Sie wird verwendet, da die klassische Schrodin-
gerdynamik weder die relativistische Energie-Impuls-Relation erfiillt noch
den Spin der Fermionen beschreibt. Diese Arbeit beschéftigt sich mit Di-
racoperatoren in der Festkorperphysik. Hier ist die Dynamik nicht-relati-
vistisch. Sie wird von den Differentialoperatoren zweiter Ordnung beschrie-
ben, die in der Physik Schrédinger- und in der Mathematik Laplace-Opera-
toren heiflen. Ein Diracoperator beschreibt hier zum Beispiel eine effektive
Theorie bei tiefen Temperaturen.

Aus Sicht der Mathematik ist ein Diracoperator eine Quadratwurzel aus ei-
nem Laplace-Operator. Ein Laplace-Operator ist ein Operator der Form

Z g"0;0; + Terme 1. und 0. Ordnung

ij

in lokalen Koordinaten. g% = (dz?,d2’) bezeichnet die Metrik auf dem Ko-
tangentialbiindel.

Wir betrachten zunéchst das kanonische Beispiel fiir einen Diracoperator
in der relativistischen Quantenmechanik: Den Hamiltonian des freien Elek-
trons in der (3+ 1)-dimensionalen Minkowski-Raumzeit. Aus der klassischen
Energie-Impuls-Relation )

o P

2m

fiir ein Teilchen mit Masse m folgt bekanntlich mit Hilfe des Korrespondenz-
prinzips die Schrodingergleichung in Ortsdarstellung. Die Energiedispersion
fiir ein relativistisches Teilchen ist aber

E? = mPct + p*c?, (1)

wenn ¢ die Lichtgeschwindigkeit ist. Anwendung des Korrespondenzprinzips
fithrt zur Klein-Gordon-Gleichung

82
(—th + (ch)QA) x = m*cty,

die man in manifest relativistisch kovarianter Form auch

m?c?
(8“6“ —+ 7) X = 0



schreiben kann — aus mathematischer Sicht eine Eigenwertgleichung fiir einen
Laplace-Operator. Diese Gleichung ist allerdings von zweiter Ordnung in der
Zeit, was physikalisch gesehen die Wahrscheinlichkeitsinterpretation fiir x
erschwert. Man zieht daher die Quadratwurzel und schreibt dazu formell

(thy" 0, — me)y = 0.

¥ nimmt Werte in einem noch zu bestimmenden Vektorraum an. Alle Ablei-
tungen sind erster Ordnung. Im Gegensatz zur Schrodingergleichung spielt
die Ableitung nach der Zeit hier analog zur relativistischen Dispersionsrela-
tion keine hervorgehobene Rolle. Zweimaliges Anwenden des Operators auf
der linken Seite muf§ eine Klein-Gordon-Gleichung in jeder Komponente von
1 ergeben. Es folgt die fundamentale Antivertauschungsrelation der v*, die
Cliffordrelation
YA+ = 29",

mit der Lorentzmetrik der Raumzeit g*”. Diese Relation bildet eine Grundla-
ge fiir die Konstruktion allgemeinerer Diracoperatoren. Sie legt hier die An-
zahl der Komponenten von ¢ auf ein natiirlichzahliges Vielfaches von Vier
fest. Diese Tatsache erlaubt die Beschreibung des Elektronenspins, fiir die
allerdings auch zwei Komponenten gereicht hétten. Die iiberzédhligen Kom-
ponenten entsprechen auflerdem negativen Energien. Um das Dilemma zu
16sen, postulierte Dirac, dafl in der Natur alle Zusténde mit negativer Ener-
gie besetzt seien. Ist ein Zustand nicht besetzt, so entsteht ein Positron, das
damals aber experimentell noch unbekannt war.

Angesichts der Tatsache, dal die Diracgleichung die relativistische Energie-
Impuls-Relation erfiillt, ist es umso erstaunlicher, dafl Diracoperatoren auch
als Hamiltonians, also Generatoren der Zeitentwicklung, in der Festkorper-
physik Anwendung finden. Ein Beispiel — mit dem wir uns in dieser Arbeit
vornehmlich beschéftigen — ist der Kontinuumslimes des Chalker-Codding-
ton-Modells, siehe [5]. Den Kontinuumslimes eines quadratischen Gittermo-
dells, in dem Teilchen von einem Gitterplatz zum néchsten und iibernéchsten
springen kénnen, beschreiben Ludwig, Grinstein, Shankar und Fisher in [7].
Eine Zusammenfassung der Beschreibung des Tieftemperaturlimes von D-
Wellen-Supraleitern mit Hilfe von Diracoperatoren liefern Zirnbauer, Altland
und Simons in [3].

Um zu verstehen, wie ein Diracoperator in effektiven Beschreibungen fest-
korperphysikalischer Modelle auftaucht, betrachten wir einen auf mehrkom-
ponentigen Wellenfunktionen wirkenden Propagator

[ — p—ith " H(k)



mit Hamiltonian H im Impulsraum. Die Exponentialfunktion 148t sich in
eine Potenzreihe

1
U=1—ith™' |H|p=o+ (Ox H)|p=ok + 5(8,3H)|k:0k:2 +o |+

entwickeln. Fiir kleine Impuls- und damit Energievariationen sowie nichtver-
schwindendem (0 H)|x—o und verschwindendem H|;—y vernachlédssigen wir
hohere Ordnungen und erhalten als Naherung fiir den Hamiltonian im Orts-
raum

D := (OrH )|r=00x,

was ein Diracoperator sein kann, wenn U auf mehrkomponentigen Wellen-
funktionen wirkt.

Die Spektren von U und D veranschaulichen die durchgefiihrte Ndherung:
Das Spektrum von D liegt auf der Tangente in 1 an den Einheitskreis, auf
dem das Spektrum von U liegt, siche Abbildung 1. Im Gegensatz zur rela-
tivistischen Quantenmechanik, in der Diracoperatoren zur Beschreibung des
Hochenergieverhaltens verwendet werden, beschreibt dieser Diracoperator al-
so das Niederenergieverhalten des Systems! Zudem kann der Massenterm von
D verschwinden: Die beschriebene Dynamik ist dann die masseloser Teilchen
oder Anregungen.

&
J
\&&;‘f Spektrum des

C\OQ%&OQ/ N\ Diracoperators

Abbildung 1: Spektren eines Propagators und des zugehorigen Diracopera-
tors.

Diese Arbeit beschiftigt sich mit Randbedingungen fiir Diracoperatoren.
Randbedingungen sind notig, um aus dem Vektorraum aller Losungen x ei-
ner linearen Differentialgleichung Ly = 0 die zum jeweils gestellten Problem
passenden auszuwéhlen. Eine &dquivalente Sichtweise ist: Eine Randbedin-
gung schrinkt den Definitionsbereich des Operators L ein. Er behilt dabei
seine formale Gestalt bei, die Anderung des Definitionsbereich éndert aber
seine Eigenschaften.



Wir betrachten zunéchst einen Schrodingeroperator auf Funktionen auf ei-
nem Intervall. Bekanntlich erfiillt die Dirichlet-Randbedingung

X|Rand =0

die physikalische Forderung, dafl der Strom durch den Rand verschwindet.
Der Schrodingeroperator ist auf dem so eingeschrénkten Funktionenraum
selbstadjungiert. Schrinken wir hingegen den Definitionsbereich eines Di-
racoperators mit dieser Randbedingung ein, so bleibt uns nur die trivia-
le Losung. Der Diracoperator ist auf dem eingeschrinkten Funktionenraum
nicht selbstadjungiert. Sinnvolle Randbedingungen fiir einige relativistische
Diracoperatoren werden in [2]| diskutiert. Wir werden uns mit Randbedin-
gungen sowohl auf dem Rand als auch an Lochern in einer Mannigfaltigkeit
fiir Diracoperatoren aus der Festkorperphysik beschéftigen.

Die folgende Arbeit besteht aus zwei Teilen. Der erste beschéftigt sich mit
Randbedingungen fiir Diracoperatoren aus physikalischer und mathemati-
scher Sicht. Wir werden zuerst eine physikalisch motivierte Randbedingung
formulieren: Wir fordern das Verschwinden der Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte durch den Rand der betrachteten Mannigfaltigkeit. Wir fithren dann
das Gittermodell von Chalker und Coddington ein, das im Kontinuums- und
Tieftemperaturlimes durch einen Diracoperator D beschrieben wird. Aufler-
dem wird mit diesem Modell eine natiirliche Randbedingung fiir Spinoren
auf der Halbebene mitgeliefert. Wir rechnen explizit die Hermitezitéit von
D nach und zeigen, daBl fiir der Randbedingung geniigende Eigenspinoren
die Normalkomponente der Wahrscheinlichkeitsstromdichte am Rand ver-
schwindet. Fiir die Einheitskreisscheibe finden wir Randbedingungen durch
explizites Ausrechnen der Adjungierten von D, ebenso fiir ein beschrénktes,
sternformiges Teilgebiet der Ebene.

Wir wenden uns dann der mathematischen Sichtweise zu. Im physikalischen
Teil haben wir uns nur mit Mannigfaltigkeiten verschwindender Kriimmung
befafit. Langfristig sollen auch Randbedingungen fiir den Fall nichtverschwin-
dender Kriimmung verstanden werden. Wir geben deshalb zunéchst fiir eine
bestimmte Klasse von Mannigfaltigkeiten eine Konstruktionsvorschrift fiir
Diracoperatoren. Wir mochten eine der in der Mathematik existierenden
Theorien nutzen und beschéftigen uns daher mit der Arbeit [9] von Paul
Kirk und Matthias Lesch. Um kompatibel zu sein, schrianken wir uns weiter
ein und betrachten eine Untermenge von Diracoperatoren auf Spinorbiindeln
iiber glatten, kompakten Mannigfaltigkeiten mit Kragen. Ein Beispiel fiir ei-
ne solche Mannigfaltigkeit ist der Erlenmeyerkolben aus der Chemie. Whlt
man als Randbedingung ein Element der sogenannten selbstadjungierten



Fredholm-Grassmannschen, einer Familie orthogonaler Projektoren, so hat
der Diracoperator physikalisch sinnvolle Eigenschaften. Obwohl die von uns
zuvor betrachteten Mannigfaltigkeiten und Diracoperatoren die von der Ma-
thematik gestellten Bedingungen verletzen, stellen wir fest, dafl zumindest
einige zu den gefundenen Randbedingungen gehorige Projektoren Elemente
der jeweiligen Fredholm-Grassmannschen sind. Zuletzt konstruieren wir noch
einen Diracoperator auf einem Spinorbiindel iiber der oberen Einheitshalb-
kugelschale, einer Mannigfaltigkeit, die nach Verklebung mit einem niedrigen
Kreiszylindermantel allen mathematischen Voraussetzungen geniigt. Die Ma-
thematik kennt verschiedene Indizes und Invarianten von Diracoperatoren.
Angelpunkt der Theorie ist der Calderén-Projektor, den wir definieren und
fiir die Halbebene als Basismannigfaltigkeit auszurechnen versuchen.

Der zweite Teil der Arbeit beschéftigt sich mit Punktkontakten und ihren
Leitwerten fiir den Diracoperator D mit schwacher Unordnung auf einem
Spinorbiindel iiber einem Teilgebiet der Ebene. Fiir das Chalker-Coddington-
Netzwerkmodell ist ein Punktkontakt durch Aufschneiden eines Verbindungs-
stiicks und Verwendung der Enden als Zu- und Abfliile des Systems erklart.
Wir simulieren numerisch zwei Punktkontakte in einem verwandten klassi-
schen Modell. Die Wahrscheinlichkeitsdichten verhalten sich in der Néhe der
Kontaktorte divergent. Wir definieren den Begriff Punktkontakt im Konti-
nuumslimes als eine Bedingung an das Verhéltnis der Koeffizienten von ein-
und auslaufender Komponente eines Eigenspinors. Wir stellen fest, daf die-
se Bedingung zum Beispiel bei Angabe bestimmter Randbedingungen fiir
die Spinoren erfiillt ist. Unser Ziel ist nun, die Aufteilung der Eigenspino-
ren in ein- und auslaufende Komponente formal durchzufiihren. Um einen
Punkt auszuzeichnen, schreiben wir die Diracgleichung in Polarkoordinaten
auf. Wir l6sen sie durch Entwicklung nach Drehimpulseigenspinoren. Die ge-
suchte Aufteilung der Spinoren ergibt sich bei diesem Zugang automatisch.
Auch hier zeigt die Wahrscheinlichkeitsdichte divergentes Verhalten in der
Néhe des Punktkontaktorts. Zuletzt finden wir eine Moglichkeit, einen kurz-
geschlossenen Punktkontakt im geschlossenen System durch lokale Variation
des Potentials zu simulieren.

In [6] finden Rochus Klesse und Martin R. Zirnbauer eine Formel, die fiir
das Chalker-Coddington-Modell mit U(1)-Unordnung Punktkontaktleitwer-
te mit Dichtekorrelationen in Verbindung setzen. Sie nutzen aus, dafl die Ei-
genzustande eines geschlossenen Netzwerks bei Resonanz den Streuzustédnden
des offenen Netzwerks entsprechen. Zur Einstellung auf Resonanz wird eine
Phase variiert. Da das Spektrum des Propagators periodisch sowohl entlang
der Spektralachse als auch unter Variation der Phase ist, kann gezeigt werden,



daB fiir genau einen Wert des Phasenwinkels Resonanz eintritt. Wesentlich ist
nun die Tatsache, dal das Unordnungsmittel auch iiber diese Phase mittelt.
Es gibt also einen einfachen Zusammenhang zwischen der Mittelung iiber re-
sonante Konfigurationen und der urspriinglichen Unordnungsmittelung. Eine
Anwendung dieses Zusammenhangs auf eine Relation, die bei Resonanz den
Punktkontaktleitwert nach Landauer und Biittiker mit Dichtekorrelationen
verbindet, liefert die Ergebnisformel. Wir versuchen, den entsprechenden Zu-
sammenhang im Kontinuumslimes mit schwacher Unordnung zu finden. An
die Stelle der Phasenabstimmung von Klesse und Zirnbauer tritt eine Ab-
stimmung des Unordnungspotentials in der Néhe eines Kontakts. Man sto3t
dabei auf Probleme, da das Spektrum weder unter Variation des Potentials
noch entlang der Spektralachse periodisch ist. Wir versuchen, das Problem
durch Mittelung iiber viele resonante Einstellungen zu 16sen. Wir nehmen
im folgenden an, daf§ das Unordnungsmittel ausreichend starke Potentialva-
riationen enthélt. Unter weiteren Annahmen, deren Giiltigkeit wir im Detail
besprechen, erhalten wir eine dhnliche Beziehung zwischen resonantem und
gewoOhnlichem Unordnungsmittel wie Klesse und Zirnbauer. Diese Beziehung
liefert eine analoge Ergebnisformel.



Kapitel 1

Randbedingungen fiir
Diracoperatoren

1.1 Physikalische Sicht

1.1.1 Der Vergleich zum Schrédingerfall

In der Festkorperphysik wird die Dynamik meistens beschrieben durch einen
Operator vom Schrodingertyp. In Ortsdarstellung handelt es sich um Diffe-
rentialoperatoren zweiter Ordnung. Als Konsequenz daraus weisen Wellen-
funktionen f unter schwachen Voraussetzungen an die den Schrodingerope-
rator charakterisierenden Potentiale keine Sprungstellen auf. Ist das System
begrenzt, so ergibt sich aus der Sprungstellenfreiheit eine natiirliche Rand-
bedingung fiir die Wellenfunktion:

f|Rand = 0.

Diese Randbedingung stellt sicher, dafl keine Wahrscheinlichkeit aus dem
System heraus fliefit; das ist dquivalent dazu, dal der Schrédingeroperator
auf den die Randbedingung erfiillenden Wellenfunktionen hermitesch ist.

Diracoperatoren wirken nun auf Spinoren v und sind in Ortsdarstellung Dif-
ferentialoperatoren erster Ordnung. Deshalb diirfen — stellt man die obige
Bedingung an die Potentiale hier an die Masse — die Spinoren am Rand
springen. Das ist auch notig: Verlangen wir

w|Rand = 0;

so verschwindet 1) als Figenspinor des Diracoperators iiberall.

9



1.1.2 Physikalische Randbedingung

Eine physikalisch geeignete Randbedingung ergibt die Forderung, daf} die
Wabhrscheinlichkeitsstromdichte senkrecht zum Rand verschwinden soll. Die-
se Randbedingung unterscheidet sich qualitativ von der Randbedingung im
Schrodingerfall und auch von den in der mathematischen Theorie betrachte-
ten. Sie ist, wie wir sehen werden, nicht linear, sondern quadratisch in den
Spinorkomponenten. Wir werden spéter aber mehrere Spezialfille iiberset-
zen.

Definieren wir zunéchst den Begriff Wahrscheinlichkeitsstrom. Die Norm
Y1) eines Spinors ist identisch zur Aufenthaltswahrscheinlichkeitsfunktion
p: M — R auf dem Ortsraum M. p ist eine ungerade Topform zugeordnet,
die wir Wahrscheinlichkeitsdichte nennen und ebenfalls mit p bezeichnen. Es
gilt die (zeitabhéngige) Diracgleichung. Weiterhin fordern wir Wahrschein-
lichkeitserhaltung, also die Giiltigkeit einer Kontinuitétsgleichung

p+dj=0

fiir die Wahrscheinlichkeitsdichte. 7 ist die gesuchte Wahrscheinlichkeitsstrom-
dichte, eine ungerade 2-Form. Wir werden j fiir M C E5 und einen speziellen
Diracoperator spéater explizit ausrechnen.

1.1.3 Lokale Randbedingungen fiir den Diracoperator
auf der rechten Halbebene

Als erstes Beispiel betrachten wir die rechte Halbebene. Wir mochten einen
festkorperphysikalisch relevanten Diracoperator verwenden und betrachten
deshalb das Chalker-Coddington-Modell.

Das Chalker-Coddington-Modell.

Das Chalker-Coddington-Modell beschreibt Teilchen auf einem quadratischen,
bipartiten und chiralen Netzwerk. Die Teilchen sitzen zu diskreten, &quidi-
stanten Zeitpunkten auf den Verbindungsstiicken (im folgenden abkiirzend
auch “Links” genannt) des Netzwerks. Die Wahrscheinlichkeitsamplituden
auf den Links werden im Zustandsvektor ¥ zusammengefaf3t. Thre Dynamik
kann durch einen Propagator U beschrieben werden, der ¥ zu einem Zeit-
punkt 7" auf ¥ zum Zeitpunkt 7"+ 1 abbildet:

U(T +1) = UY(T).

10



Dieser Propagator hat mehrere spezielle Eigenschaften:

1. U kennt die Bipartitét des Gitters: Wahrscheinlichkeitsdichte auf einem
horizontalen Link wird abgebildet auf Wahrscheinlichkeitsdichte auf
vertikalen Links.

2. Die Wahrscheinlichkeit verlafit einen Link nur in eine Richtung (Chi-
ralitét).

3. Aus 1. und 2. folgt: Beim Verlassen eines Links biegt ein Teilchen nach
rechts oder links ab. Der Bruchteil p der Wahrscheinlichkeitsamplitude,
der nach rechts abbiegt, sei nun raumlich zufillig aber zeitlich konstant
verteilt.

4. Beim Ubergang von einem Link zum niichsten erhiilt die Wahrschein-
lichkeitsamplitude eine zufallige, aber zeitlich konstante Phase.

5. Wir wihlen willkiirlich eine der vier Verbindungsorientierungen. Die
Wahrscheinlichkeitsamplitude, die auf einen Link mit dieser Orientie-
rung transportiert wird, erhélt eine zusétzliche Phase mit Phasenwinkel
.

Wir méchten den Propagator als moglichst kompakte Matrix schreiben. Da-
zu teilen wir das Netzwerk in quadratische Plaketten auf, deren Réander den
Uhrzeigersinn als Umlaufsinn tragen. Wir bezeichnen eine Plakette des Netz-
werks wie in Abbildung 1.1. Wir ordnen die Amplituden auf den Verbindun-
gen einer Plakette zu einem 4-Tupel

und bezeichnen ) im folgenden als Spinor. Die Léange der Verbindungsstiicke
sei 1. Wir kénnen U jetzt als Summe von Tensorprodukten von 4 x 4-Matrizen
mit Translationen um 1 und 0 entlang der Gitterachsen schreiben.

Vom Chalker-Coddington-Modell zum Diracoperator

Der Propagator U hat dann die Blockform
(0 M s (MN 0
U_<N 0)2‘[]—(0 NM)'

11



Abbildung 1.1: Bezeichnungen fiir eine Plakette des Chalker-Coddington-
Modells.

U? ist also blockdiagonal. Die Zeitentwicklung der Untergitter ist durch die
Quadrierung entkoppelt worden. Nach Fouriertransformation und Ubergang
zum Kontinuumslimes ergibt sich unter Verwendung der Ndherung

U=e¢Px~1-iD
ein Operator
D = 0.,(—i0, — A,) + 0,(i0, + A,)) — oym + 1V

vom Diractyp fiir M - N. o; sind die Paulimatrizen

(01 O (1 0
9%2=\1 0)0% = \y 0) %" \o -1/

A = A,dr + A,dy ist ein magnetisches Eichpotential, V' ein Skalarpotenti-
al und m eine ortsabhéngige Masse. Die Masse entsteht aus den zufalligen
Abweichungen der Abbiegeamplitude von 1/2, Fich- und Skalarpotential aus
den Zufallsphasenwinkeln. Ein dhnlicher Operator D’ ergibt sich fiir N - M:

D' = 0.(i0, + Ay) + 0,(—i0y — A,) + oym + V.

12



Chalker und Ho berechnen nun noch eine Ahnlichkeitstransformation

) ealGy) e

die D in Standardform bringt. Hiermit gilt:
D :=GDG ' =0,(p, — Ay) +0,(py, — Ay) + oom + V. (1.2)

Zu D' findet man die Ahnlichkeitstransformation

, 1 (1 =\ ., 1 (1
o=7 (5 3) e =500),

so da D' := G'D'G'"* Standardform hat.

Eine Randbedingung.

Das Netzwerkmodell liefert fiir einen Rand entlang der Linkachsen eine Rand-
bedingung, die die Wahrscheinlichkeitsstromdichte am Rand des Gitters ver-
schwinden 148t. Wir betrachten die rechte Halbebene, die wir mit einem
Chalker-Coddington-Netzwerk fiillen. Um ein Teilchen vollsténdig von ihrem
linken Rand abprallen zu lassen, muf} die iiber Verbindung 1 zuriickflieBende
Wahrscheinlichkeit gleich der iiber Verbindung 3 einflieBenden Wahrschein-
lichkeit sein, was man durch . .

Y1 = =3
sicherstellen kann. Die zusétzliche w-Phase aus Punkt 5. von Seite 11 wird
hier an Link 4 hinzugefiigt, was das Vorzeichen erklart. Fiir obere Rénder
lautet die Bedingung zum Beispiel 1/;2 = 1/;4.

Erstere Randbedingung 148t sich auch schreiben als

Pi=3(0 1) (5) - (o)

In dieser Form ist sie vergleichbar mit den Randbedingungen aus der mathe-
matischen Arbeit [9] von Paul Kirk und Matthias Lesch. Sie 148t sich fiir D
umformen:

2\—1 1
Fiir ein System, dessen Dynamik von D bestimmt wird, vermuten wir also,
dafl die Bedingung ¥s|rana = 9%1|Rana zu einem reellen Spektrum fiithrt und

keinen Flufl durch die y-Achse zuléfit. Die 141 2343 sind im Kontinuumslimes
Funktionen R? — C.

P GPG =1 ( L Z) . (1.3)

13



Hermitezitat von D mit der Randbedingung P

Wir betrachten im folgenden das Vektorbiindel
7 : (E = rechte Halbebene x C?) — (M := rechte Halbebene).

Wir zeigen, dal D mit der Randbedingung P ein hermitescher Operator
ist. “D mit der Randbedingung P” ist zu verstehen als D|yer2(g)Py|gamq=0}
und wird (D, P) abgekiirzt. Seien ¢ und x zwei beliebige, quadratintegrable
2-Spinoren. Es gilt

(¥[Dx)

B Vam  —A,+iA)\ (] (x
~[ACRT, ) ()] G nar
+ / [1(=i0, — 0y)xs + ¥3(—i8, + 9y)x1] dz A dy

M

=(DvY|x) —i/ (1h1X3 + ¥3X1)|2=0dy.

oM

Wie wir sehen, ist D genau dann hermitesch fiir wie oben definierte Spinoren,
wenn [ (Y13 + ¥3x1)|a=0dy = 0 ist. Betrachten wir die Randbedingungen
aus Abschnitt 1.1.3: x3|z=0 = iX1|z=0, V¥3|s=0 = ¥1]|z=0, sO gilt

E1X3 + @3)(1 = ZEle - ZEle =0,

la—o der Ubersichtlichkeit halber weglassend. (D, P) ist also hermitesch.

Wahrscheinlichkeitsfluf3 durch die y-Achse

Wir suchen in diesem Abschnitt zunichst zum gegeniiber (1.2) etwas ver-
einfachten Diracoperator D = —i0,0, — i0,0, und Randbedingungsoperator
P aus (1.3) passende stationdre Zustédnde. Wir zeigen dann, dafl in diesen
Zustanden die Wahrscheinlichkeitsstromdichte durch die y-Achse verschwin-
det.

Wir fouriertransformieren D mit Hilfe der uneigentlichen Orthogonalbasis
{et*zei®|k g € R} von L*(R?) und erhalten die Matrix

0 k —1q
k+iq 0 '
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Deren Eigenwerte sind wie erwartet B = 4+/k? + ¢2. Zum positiven Eigen-
wert erhalten wir den Eigenvektor

- b — ZC] B efiarg(k+iq)
¢+<k>Q) T ( E_ ) _E+ ( -1 )

- b — ZC] B efiarg(k+iq)
e (55 < (),

Der allgemeinste Ansatz fiir einen Eigenzustand von D mit F # 0 ist

zum negativen

Y(x,y) = /dqdk?Ei_F (Oé+(k,q)¢+(k:,q)eikx + a_(k:,q)@[)_(_k;’q)e—ikx) el

Die ungewchnliche Anordnung dient der Vereinfachung der folgenden Rech-
nung. Die Parameter o sind C-wertige Funktionen, die nun an die Randbe-
dingung (1.3) angepafit werden. Wir unterdriicken in der folgenden Rechnung
ihre Argumente. Wir schreiben 3 := e~*2#(¢+4) Es muf gelten:

,l7Z)2|$:0 = i¢1|x:0
Soa_ —oay =iay B —ia

Sa_(1+i8) = ay (1+i3).

rg = ((1 +iB) ( _ﬁl) 5 4 (14 i) (‘f) ek) oy

erfiillt also Pv» = 0 und Dy = E 1. Wegen der Linearitéat aller vorkommen-
den Operatoren, der Sesquilinearitdt des Skalarprodukts und der Orthogo-
nalitit der {e!**+a)} brauchen wir nur zu zeigen, daf fiir diesen Spinor der
Wahrscheinlichkeitsstrom j, durch die y-Achse verschwindet. j, wurde auf
Seite 10 definiert und wird auf Seite 37 berechnet. Es ist

]$(07 .) X %¢£7q0-x¢k,q|x:0

=R [ (B+3)(1+iB)(1 +if)
——

7

'

eR ciR

=0.
Damit ist gezeigt, dal die aus dem diskreten Chalker-Coddington-Modell
gefolgerte Randbedingung auch im Dirac- und Kontinuumslimes das Teilchen

in der rechten Halbebene festsetzt.
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1.1.4 Lokale Randbedingungen fiir den Diracoperator
auf der Einheitskreisscheibe

Wir betrachten in diesem Abschnitt als Basismannigfaltigkeit M unseres Spi-
norbiindels 7 : £ — M nicht mehr die Halbebene wie in Abschnitt 1.1.3,
sondern die Einheitskreisscheibe zentriert auf dem Ursprung B; (o). Als Dira-
coperator wihlen wir der Einfachheit halber D = —i0,0, —i0,0,. Wir wollen
zuniichst herausfinden, welche Randbedingungen Spinoren aus L?(E) erfiillen
miissen, damit D auf ihnen hermitesch ist. Wir verwenden im folgenden der
Kiirze halber die Konvention 0;f =: f; mit ¢ einer Koordinatenfunktion. Wir
werden zu Polarkoordinaten iibergehen. Die Konventionen sind hier:

T =rcoso, Y =rsino,
S0 o, 8, = %%, +sin o,

0, = cos ¢p0, — —— =
r r

dx Ady = rdr A de¢.

coSs ¢

Es ist
<X‘Dw> = /B ( )(_iY1w3x - Yﬂ/’:ﬁy - iy?;’l/}lm + stly)dﬁ Ady

-/ TSN con o) — 1Ty (i€0s + s )+
Bi(o
+X3(isin ¢ + cos @)1 + rXs(sin @ — i cos @)y, ] dr A de

Wir integrieren die Terme, die Ableitungen nach r enthalten, partiell und
erhalten:

2m 1
Terme zu (Dx|¢) + / [(Siﬂ(b — 1coS ) <X31/11\r:1 - / y?,z/;ldr) -
0 0
1
—(sin ¢ + i cos ) <Y1¢3\r:1 - / Y1¢3d7’>] do.
0
Die restlichen Terme integrieren wir partiell beziiglich ¢ und erhalten:

Terme zu <DXW>+/ [(i cos ¢ + sin @)\ ¢35 + (i cos ¢ — sin @) X311 drAde.

B (o)

Die Hermitezitat wird also nur noch durch

2T
/0 [sin d(X391 — X1¥3) — i cos o(Xq ¥ + X3¥1)],—, dob (1.4)
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gestort. (1.4) wird zum Beispiel Null, wenn einer der Halbspinoren am Rand
gleich Null ist. Der Integrand la8t sich auflerdem in

—ie" N1 — ie N s

umschreiben. D ist also auch fiir Spinoren mit einem Verhéltnis von erster
zu zweiter Komponente von

a(p)ie ™, a(p) € R (1.5)

hermitesch. Auerdem verschwindet (1.4) natiirlich fiir Spinoren, die auf S*
konstant sind. Diese Spinoren sind allerdings nie Eigenspinoren von D. Diese
Randbedingung ist also zu stark, um physikalisch sinnvoll zu sein.

Sei M eine kompakte, sternférmige Teilmenge des R? mit glattem
Rand. Sei o Sternpunkt von M. Wir zeichnen eine gerichtete Achse durch
o aus und bestimmen alle anderen gerichteten Achsen durch o mit Hilfe des
Winkels ¢, den sie mit der ausgezeichneten Achse einschlieffen. Jedes m € M
liegt auf dem beziiglich o positivem Teil genau einer Achse, ¢ ist also eine
gute Koordinatenfunktion. Als zweite Koordinatenfunktion wéhlen wir

d(o,e)
k(g)

k(¢) ist der Abstand zwischen o und dem unter dem Winkel ¢ sichtbaren
Randpunkt. Eine analoge Rechnung ergibt: D ist fiir Spinoren v, x genau
dann hermitesch, wenn

/8 H(9) Fpne = Tixae ) do
i / k() Byxac® + Trxse @) d = 0
oM

ist. Die Verallgemeinerung der Randbedingungen 13 = 1), auf der y-Achse

als Rand der rechten Halbebene und 15 = —ie’®v, auf dem Kreis als Rand
der Scheibe ist also!

Yiloar = a(@)e™™ {K'(¢) — ik()} - ¥slom

mit einer beliebigen glatten und reellen Funktion «. Eine weitere sinnvolle
Randbedingung ist auch in diesem Fall das Verschwinden eines Halbspinors
auf dem Rand.

'Fiir die nicht-kompakte Halbebene ist noch ein Grenzprozess durchzufiihren.
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1.2 Mathematische Sicht

Wir geben zunéchst eine Konstruktionsvorschrift fiir einige Diracoperatoren
auf Spinorbiindeln. Wir beschrédnken uns dann auf eine bestimmte Klasse
von Mannigfaltigkeiten und eine bestimmte Klasse von Diracoperatoren auf
deren Spinorbiindeln. Wir definieren Randbedingungen wie in der Mathe-
matik tiblich. Fiir die zuvor betrachteten Spezialfille Kreis und Halbebene
iiberpriifen wir, ob die gefundenen Randbedingungen zur mathematischen
Definition passen.

1.2.1 Konstruktion von Spinorbiindel und Diracopera-
tor

Fiir die Physik interessant sind hauptséchlich Diracoperatoren auf speziellen
Vektorbiindeln, den Spinorbiindeln. Wir geben im folgenden zu einer gegebe-
nen orientierbaren gerade-dimensionalen Riemannschen Spin-Mannigfaltig-
keit M eine Konstruktionsvorschrift fiir einen speziellen kanonischen Dira-
coperator, den Spin-Dirac-Operator, an. Wir orientieren uns an [4] und geben
zunéchst eine Zusammenfassung der Vorgehensweise. Zunéchst definieren wir
das Spinorbiindel als &uflere Algebra einer Polarisierung des komplexifizier-
ten Kotangentialbiindels. Das Cliffordbiindel definieren wir als das Biindel,
dessen Faser iiber einem Punkt x € M die Cliffordalgebra (siehe Anhang
A.1) des Kotangentialraums an M in x ist. Es wirkt auf dem Spinorbiindel
durch Produktbildung. Wir berechnen den Levi-Civita-Zusammenhang auf
dem Spinorbiindel, der ein Cliffordzusammenhang ist. Der Diracoperator ist
dann eine Kombination aus diesem Cliffordzusammenhang und der Wirkung
der Cliffordalgebra auf dem Spinorbiindel.

Wir wollen ein Spinorbiindel von M finden. Wir arbeiten in einer Koordi-

natenumgebung U C M. Sei {v!,... v"} ein Orthonormalrahmen von T*U.
Wir polarisieren T*U ® C durch Bildung von
P = (e :=v' —iv? e? =0 — vt .., M2 =" = "),

Die eckigen Klammern stehen hier fiir die lineare Hiille ihres Arguments. Wir
sehen, daf} die per komplexer Bilinearitét auf eine Bilinearform 7*U @ C — C
erweiterte Metrik (e, ®) von 7*U Vektoren v € P die “Lénge” Null zuweist:

(v,v) =0.
Auflerdem ist o L
T*U®(C:PEB<€1,---,€"/2),
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es handelt sich bei P also um eine orientierte Polarisierung von 7*U ® C. Die
auflere Algebra AP von P bezeichnen wir nun als Spinorbiindel S.

Als néchstes definieren wir das Cliffordbiindel C'M von M. Dazu bilden wir
zu jedem Punkt z € M die Cliffordalgebra C (T M) des Kotangentialraums
TxM nach Anhang A.1. Das Biindel mit Basismannigfaltigkeit M, dessen
Faser am Punkt « durch C(TM) gegeben ist, heiit Cliffordbiindel. In einer
Koordinatenumgebung U wird C'M gerahmt von

{1Yu ot v u ettt " U U et v}

Der néchste Schritt auf unserem Weg zum Diracoperator ist die Definition
einer Wirkung ¢ : CM — End(S) des Cliffordbiindels auf dem Spinorbiindel.
Diese Wirkung wird auch Cliffordmultiplikation genannt. In unserem Fall ist
dieser Begriff sehr intuitiv, wie sofort klar werden wird. Wir beschéftigen uns
zunéchst mit der Wirkung ¢ von

1 n/2 1 2
(1,e', ... eM2 el ... en/?)

auf S. Fir

n/2 n/2
v =1l + Z vjej + Z Vjyn /26
j=1 j=1

—— N——

=vp ZZU?

und s € § definieren wir
c(v)s := vys + V2up A s — V2u(vp)s.

t(vp)s ist iiber die Metrik definiert: In den ersten Eingabeschlitz der Diffe-
rentialform s wird das Vektorfeld (vp, @) eingesetzt. Wir erweitern ¢ auf den
Rest des Cliffordbiindels durch die Vorschrift ¢(v - w) = ¢(v)c(w). Damit ist
die Cliffordmultiplikation vollstdndig definiert.

Als letzten Schritt auf dem Weg zum Diracoperator benétigen wir den Levi-
Civita-Zusammenhang auf dem Spinorbiindel. Die Begriffe “Zusammenhang”
und “Levi-Civita-Zusammenhang” werden in Anhang A.2 definiert. Wir fin-
den die Zusammenhangskoeffizienten wfj des Levi-Civita-Zusammenhangs
nach (A.2) durch Koeffizientenvergleich und berechnen mit (A.3) die gesuch-
ten Operatoren Vgi.

Nun ist

D = Z c(vj)ij
J

ein Diracoperator. In Abschnitt 1.2.6 werden wir die vorgestellte Konstruk-
tion fiir ein konkretes Beispiel durchfiihren.
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1.2.2 Mathematische Randbedingungen: Die selbstad-
jungierte Fredholm-Grassmannsche

Wir folgen hier Lesch und Kirk [9]. Sei 7 : E — M ein komplexes hermi-
tesches Vektorbiindel iiber einer kompakten, glatten Mannigfaltigkeit M. M
besitze einen Kragen der Form OM x [0,¢[. In einer Umgebung des Randes
verschwindet also eine Hauptkriimmung.

Wir betrachten symmetrische Diracoperatoren D : C®(E) — C*®(FE) mit
Produktschreibweise
D‘Kragen = 7(8:1: + A)

v : Elapr — Ejgns ist hier ein Biindelendomorphismus und A : COO(E‘aM) —
C>(Ejanm) ein selbstadjungierter, elliptischer Differentialoperator erster Ord-
nung unabhéngig von x (Tangentialoperator). Wir fordern weiterhin

v =-1, ~'=-9,
{1, A} =0, (1.6)
({e, @} bezeichnet den Antikommutator).

Wir erweitern D auf den Raum H;(F) der einmal schwach ableitbaren Schnit-
te von E (D ist ja nur von erster Ordnung). Es ist jetzt also D : H;(E) —
L*(E). Eine Randbedingung wird durch Angabe einer orthogonalen Projek-
tion P : L*(Ejpnm) — L*(Ejoum) festgelegt, siehe zum Beispiel (1.3).

Wir benétigen im folgenden die positive Spektralprojektion
P.o: L*(Epn) — L*(Ejom).

Diese bildet Eigenspinoren von A mit positivem Eigenwert auf sich selbst,
solche mit negativem Eigenwert auf 0 ab. Durch diese Forderungen ist sie
auch festgelegt.

In [9] definieren Lesch und Kirk die selbstadjungierte Fredholm-Grassmann-
sche Gr(A) als die Menge von Abbildungen P : L*(Ejgn) — L*(Ejpn) mit
den Eigenschaften

1. P ist pseudodifferentiell von Ordnung 0,

2. P=PI P2=P,

3. yPyT =1 - P,
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4. Poylpnap : Bild P — Bild P~y hat endlich-dimensionalen Kern und
endlich-dimensionalen Kokern (Bild P>olsia r/Bild P.o), was bedeutet, dafl
(Pso, P) ein Fredholm-Paar ist.

Nach Lesch und Kirk ist (D, P) fiir P € Gr(A) selbstadjungiert und fred-
holmsch. Das Spektrum ist diskret und jeder Eigenwert hat endliche Viel-
fachheit.

1.2.3 Beispiel 1: Die Halbebene, masseloses Teilchen

Um unser Beispiel in die mathematische Theorie einbetten zu kénnen, iiber-
priifen wir zunéchst die Giiltigkeit der Voraussetzungen von Abschnitt 1.2.2.
Zunéichst stellen wir fest, dafl die rechte Halbebene, die wir mit M identi-
fizieren, zwar glatt aber nicht kompakt ist. Als Folge dessen ist auch 0M
nicht geschlossen. Unsere Mannigfaltigkeit besitzt aber einen Kragen. Dieser
umfaflt sogar die ganze Halbebene, da ihre Kriimmung senkrecht zum Rand
iiberall verschwindet.

Wir betrachten nur den einfachen Diracoperator D = —i0,0, —i0,0,. Es gilt

D = —i0,0, + 0,0,0,).
v R/—/
=y =A

Offenbar ist 7> = —1 und 7' = —~. Die Giiltigkeit der Forderung (1.6)

rechnen wir nach:
(0 = 10, 0
a=(5 ) (0 )
_ 0 _ay
- g, 0
0 —i(—1i0y) _
‘<—z’<z'ay> 0 )‘ A

Wir fouriertransformieren A, um Eigenwerte und Eigenvektoren zu bestim-
men:

() [0 (0 ) (62)

Die Eigenwerte sind also £+ = +k. Wie man leicht sieht, sind Eigenspinoren

zum Beispiel
Ly 0) .
Vg = (O) e und vy = (1) ek,
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P.¢ erhélt hierdurch beziiglich der uneigentlichen Basis {e}e"ky, e,k € R}
von L*(y—Achse x C?) die einfache Form

(0 9o »

Cry M — C? ist hierbei als Orthonormalrahmen von £ = M x C? anzu-
sehen. Dieser liegt auch allen anderen im folgenden als Tupel angegebenen
Spinoren und als Matrix angegebenen Operatoren zugrunde.

Wir wollen jetzt tiberpriifen, ob unser Projektor P aus Gleichung (1.3) in der
Grassmannschen liegt. Wir rechnen dazu die Eigenschaften 1.-4. von Seite 20
nach.

_ 1
1. P=1

< 1. i) ist offenbar von nullter Ordnung.

2. P = PT offensichtlich, P? = P offensichtlich.

3.
L0 —i\ (1 &\[0 i
|
=5 (—i 0)(—¢ 1) (z 0)
L (=1 =i\ (0
2\— 1)\ 0
1 (1 —i
_i(i 1)_]1_13

4. Zu zeigen ist: (Ps¢, P) bilden ein Fredholmpaar. Es ist

= ()

[PxolBita Plfice +ey) feyy = (1) -
Wir haben hier die zur Matrixbildung benutzten Orthonormalrahmen
von Definitions- und Zielbiindel als Index geschrieben. Der Kern dieses
Operators ist {0}, also endlich-dimensional. Der Kokern ist

w3 () -

also auch endlich-dimensional.

Also ist

Damit ist P € Gr(A).
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1.2.4 Beispiel 1a: Die Halbebene, massives Teilchen

Wir betrachten hier den Diracoperator
D = —io,0, — 10,0, + mo.

Wir lesen v und A (sieche Abschnitt 1.2.2) ab:

(0 =i
fy - —Z O )
(0, —im
A= <z’m —i8y> '
—m

1 ) Eigenwerte dieser Matrix

Fouriertransformation von A liefert <z_77]j

sind A+ = £vk? + m?2, Eigenvektoren

B —m - —m
T kA T k)

Die positive Spektralprojektion hat jetzt also keine einfache Form mehr. Wir
konnen sie allerdings noch beziiglich der uneigentlichen Basis

{eM @ e,, e @ ey |k € R}

von L*(y — Achse x C?) aufschreiben. Dazu miissen wir nur ein 4 x 4-Glei-
chungssystem losen. Das Ergebnis ist:

[P>O]_m< m k‘+)\+)'

Jetzt konnen wir die Zugehorigkeit von P aus (1.3) zu Gr(A) tberpriifen,
indem wir wie in Abschnitt 1.2.3 die Eigenschaften 1.-4. von Seite 20 nach-
welsen.

1.-3. P und v sind genau wie in Abschnitt 1.2.3. Die Argumentation ist
folglich die selbe.

4. Fredholmpaar-Eigenschaft von (P, P). Die positive Spektralpro-

jektion muB jetzt auf Bild P, mit [P] = 2 ( Lo

2\ g 1), eingeschrankt werden.
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Es iSt, mit P>0|Bﬂdp :Bild P — Lz(E),

[PsolBitd Pl{(ie,+e,)@eitv}, fesgeity e meibvy = 20, < A +k—m

P>0|Bﬂdp : Bild P — Bild P>0

Folglich ist

bestimmt durch

.Y
[PoolBitd Pl{(ies ey @eitn) ((imeat(kirnepoeitny = (Tgot)

wobei die verwendeten Orthonormalrahmen wieder als Index geschrieben
sind. Der Kern dieser Abbildung ist offenbar {0}. Noch zu berechnen ist
der Kokern von P-g|gjqp : Bild P — Bild P~q. Es ist

st = (10 )2 () ) = 0

wiederum endlichdimensional. Damit ist die Fredholmpaar-Eigenschaft von
(Pso, P) gezeigt.

1.2.5 Beispiel 2: Die Kreisscheibe, masseloses Teilchen

Die Einheitskreisscheibe ist eine glatte, kompakte Mannigfaltigkeit. Ihr Rand
ist der glatte, kompakte Einheitskreis. Die Einheitskreisscheibe besitzt keinen
Kragen. Dieses Problem werden wir ignorieren. Wir wollen jetzt untersuchen,
ob und wie die in Abschnitt 1.1.4 gefundenen Randbedingungen in die ma-
thematische Theorie passen.

Produktschreibweise fiir den Diracoperator

Wir betrachten den Diracoperator
D = —i(cos ¢ 0, +sin¢ )0, — z(— sin ¢ 0, + cos ¢ 0,,)0,
r

aus dem Kontinuumslimes des Chalker-Coddington-Modells. Dieser ist auf
die Form (0, + A) zu bringen. Wir lesen

v = —ising o, —icos ¢ oy,

A= iaZ8¢ (18)

24



ab. Es gilt offenbar 42 = —11 und 7' = —~. Lesch und Kirk fordern auBerdem
{7, A} = 0. Das trifft hier nicht zu, denn

{77 A} = [(Sil’l ¢ Uy + cos gb O-x)o-za¢+

+0,(cos ¢ o, +sin ¢ 0,05 — sin ¢ o, + cos P 7,0,)]
=0,(cos¢ o, —sing o,) # 0.

Grassmannsche fiir ein masseloses Diracfermion

Zunachst ist die positive Spektralprojektion P., zum Tangentialoperator
(1.8) aus Abschnitt 1.2.5 zu berechnen. Wir fouriertransformieren A mit Hilfe
der Orthonormalbasis

1 ke L ik }
——e e ——e "Nk €L :
{\/2% Vor ! |
- —k 0
A= (F9)

Die positive Spektralprojektion liest man analog zu Abschnitt 1.2.3 ab:

0 0
P>0:<0 1)

In 1.1.4 haben wir als sinnvolle lokale Randbedingungen unter anderem

(8 (1)) und ((1) 8) identifiziert (ein verschwindender Halbspinor). Diese
1 Tt

2\T 1
Lemma 2.6 aus [9] nicht in Gr(A). Die Bedingung, da§ der Spinor am Rand
konstant sein muf3, 143t sich so als Matrix schreiben:

9y 0
0 0,)

Diese Randbedingung ist nicht pseudodifferentiell von nullter Ordnung.

lassen sich nicht in die Form bringen und liegen damit nach

Im Gegensatz zu den beiden bisher besprochenen Randbedingungen liegt
(1.5) fiir @ = 1 in Gr(A). Bringen wir (1.5) zunéchst auf Standardform:

1 1 tie ™
b= 2 (:Fz'ei‘Zs 1 ) '
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Wir iiberpriifen explizit die Zugehorigkeit dieser Abbildung zur Fredholm-
Grassmannschen. P ist pseudodifferentiell von Ordnung 0. Es sind P? = P
und PT = P, also ist P eine orthogonale Projektion. Es gilt

1 1 Fie
(b
=5 (ﬂew 1 )
—1-P,

also ist die dritte Bedingung von Seite 20 erfiillt. Wir miissen noch Kern und
Kokern der positiven Spektralprojektion eingeschrankt auf das Bild von P,
P-o|giap : Bild P — Bild Psg, betrachten. Das Bild von P ist die lineare

Hille von
1
Fie' )

P.y darauf eingeschrénkt hat beziiglich der Basis {<:Fi1€i¢>} von Bild P

und der Basis { ((1)) } von Bild P, die Matrix

(1)
Der Kern dieser Matrix ist {0}, also ist der Kern von P~g|gjiq p null- und da-
mit endlichdimensional. Der Kokern ist ebenfalls {0}, denn es ist Bild P~y =
Bild P~¢|giq p- Also bilden (Psg, P) ein Fredholmpaar. P erfiillt damit auch
die vierte Bedingung von Seite 20 und ist so Element der Fredholm-Grass-
mannschen Gr(A).

1.2.6 Beispiel 3: Die Hemisphire

Die obere Halbkugelschale H ist eine glatte, kompakte Mannigfaltigkeit. Wir
konnen sie mit einem Kreiszylindermantel verkleben, und das Resultat ist
immer noch glatt und kompakt. Diese Mannigfaltigkeit hat dann auch den
von Lesch und Kirk geforderten Kragen, so dafl — im Gegensatz zu den voran-
gegangenen Beispielen — alle Voraussetzungen der mathematischen Theorie
an die Basismannigfaltigkeit erfiillt sind.

Welcher Diracoperator entspricht den bisher besprochenen?

Beim Versuch, das quadratische, diskrete Chalker-Coddington-Modell auf die
Sphére zu {ibertragen, ergeben sich durch die Kriimmung im Netzwerk Ver-
satzstellen. Diese bestehen je nach Vorgehensweise zum Beispiel aus Links
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mit unklarer Chiralitdt oder aus dreieckigen Plaketten. Dies macht den Kon-
tinuumslimes technisch schwierig. Ein dhnliches Problem ergibt sich fiir ein
Chalker-Coddington-Modell, dem ein Dreiecksgitter zugrunde liegt: Hier ist
die Gleicheit der Léngen der Verbindungsstiicke nicht gewahrleistet. Aufler-
dem variiert die Zahl der Verbindungsstiicke, die einen gegebenen Knoten als
Anfangs- beziehungsweise Endpunkt haben.

Aufgrund der vielfiltigen technischen Probleme versuchen wir, den Dira-
coperator aus dem Kontinuumslimes des Chalker-Coddington-Modells in der
Ebene direkt auf die Sphére zu iibertragen. Da dieser ohne Massen-, Skalar-
und Eichpotentialanteile dem Spin-Diracoperator

D = —io,0, + 0,0,

dhnelt (siehe (1.2)), konstruieren wir zunéchst den Spin-Diracoperator der
Sphére.

S? hat konstante aber nicht-verschwindende Kriimmung. Wir miissen unseren
Diracoperator an die verdnderte Metrik anpassen. Dazu parametrisieren wir
zunéchst die Hemisphére, eingebettet in den dreidimensionalen euklidischen

Raum:
cos ¢ sinf

H 10, g] x [0, 27— R®, (0, ¢) — | sin¢ sind
cos

Das Tangentialbiindel T'H ist also gegeben durch

cos ¢ cosf —sin ¢ sin 6
To,pH = H(0,0) + < sing cosf | , | cos¢ sinf >
—sinf 0

Die Metrik auf T'H ist folglich

(1 0 ) beziehungsweise df ® df + sin? 0 d¢ ® do.

0 sin’#

Die entsprechende Metrik auf dem Kotangentialbiindel ist dann 0y ® Jp +
sin"? 00 ® 9. Wir schreiben beide Metriken (e, o).

Vorgehensweise. Wir konstruieren den Spin-Diracoperator auf der Sphére
nach [4], Kapitel 3. Wir mochten die Formel

2
Dspin = ZC(’UJ)ij (19>



verwenden. V¢ ist der Levi-Civita-Zusammenhang auf dem Spinorbiindel, ¢
ist die Cliffordmultiplikation, v; ist ein Orthonormalrahmen von T'H. Wir
folgen dem Konstruktionsprogramm aus Abschnitt 1.2.1.

Cliffordmultiplikation

Das Cliffordbiindel der Sphére bezeichnen wir mit 77 : CH — H. Fiir ein
x € H ist )

(WCH)_ (SL’) = C(T::H) = (<17 v, W,V - w>7 ')7
wenn {v,w} eine Basis von T}H ist und (...) fiir die lineare Hiille von

. steht. Der Punkt soll die Eigenschaft v - w + w - v = —2(v,w) fiir alle
v,w € T¥H haben, vergleiche Anhang A.1.

Wir wahlen die Orthonormalbasis

{d#, sin0d¢}
von T H, die von auflerhalb der Sphire betrachtet im Gegenuhrzeigersinn
orientiert ist. Wir definieren ¢! := 5(df —isin 6dg), e* := e'. Sie bilden eine
orientierte Basis von T*H ® C. Durch Einsetzen verifizieren wir: (e!,e!) = 0.

Dabei haben wir die reelle Bilinearitat der Metrik durch komplexe Bilinea-
ritéit ersetzt. Damit ist P := (e') eine Polarisierung von T*H.

Wir verwenden, Berline, Getzler und Vergne folgend, S := A(P) = ((1,¢e'), A)
als Spinorbiindel. Das Cliffordbiindel wirkt auf dem Spinorbiindel in der fol-
genden Weise:

clel) == V2e(eh)
c(e?) == —vV2u(e?).
Mit () ist das duBlere Produkt mit der 1-Form « gemeint: “c(a) = a A o7,
mit ¢(a) das innere Produkt: “c(a) = («, @)”.
Wir sehen nun:
c(e)1=v2-e!,
c(et)et =0,
c(e*)1 =0,
cle?)el = —v2- 1.

Interpretiert man 1 als “Spin im Uhrzeigersinn” und e! als “Spin gegen den
Uhrzeigersinn”, so sind die c(e’) bis auf konstante Vorfaktoren die aus der
Physik bekannten Spin-Flip-Operatoren.
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Durch Linearkombination von c(e!) und c(e?) ergeben sich als Bilder des
Kotangentialbiindelrahmens die Paulimatrizen:

[c(df)] 1,1y = —ioy und [c(sin 0de)] (1 1y = i0,. (1.10)

Die Cliffordmultiplikation ¢ und das Spinorbiindel S sind jetzt vollstdndig
bestimmt und mit Bedeutung versehen.

Levi-Civita-Zusammenhang auf S

Der Levi-Civita-Zusammenhang auf dem Tangentialbiindel der Sphére ist
V(05) = cot 00, @ dp, V(sin™' 00,) = — cos 00, @ dop,

wie man aus der Definition in Anhang A.2 errechnen kann. Die Zusammen-
hangskoeffizienten wf; (siehe ebenfalls Anhang A.2) sind

. (00 ; (0 —cosb
(w(’j)ij - (O O) und (w‘bj)ij - (0080 0 ) '
Nach (A.3) bestimmt

1
Vge = 0Oy, V;§¢ =04 — 1 cos O [c(e?)c(e”) — c(e”)e(e?)]

den Levi-Civita-Zusammenhang auf dem Spinorbiindel.

Der Spin-Diracoperator

Der Spindiracoperator

D = c(d) V5, + c(sin 0de) V3, -1 g

, cot 6 1
:>[D]{17el} = —ZO'y (8@ + 5 ) —|—0'm@8¢

ergibt sich durch Einsetzen der Cliffordmultiplikation und des Levi-Civita-
Zusammenhang auf dem Spinorbiindel in (1.9). Dieser Operator respektiert
die Symmetrie der Sphére. Betrachten wir Dgpi, auf dem Aquator und setzen
ihn dort auf eine Tangentialebene mit kartesischen Koordinaten

am|Aquator = 8¢>|Aquator7 8y‘Aquator = _89‘Aquator
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fort, so erhalten wir
Dspin,tangential = io—yay + Zaxax

— Dypin tangential €0tspricht also dem Diracoperator (1.2) fiir das Chalker-Cod-
dington-Modell ohne Massen-, Skalar- und Eichpotentialterme. Er ist beziig-
lich des euklidischen Raumwinkelmafl

sinfdf A de¢

hermitesch auf der Sphére. Fiir die Halbsphére H liefert die explizite Rech-
nung die Hermitezitdtsbedingung

/ (Toxi — Trxs) do = 0.
OH

Auf Spinoren v, die auf 0H

=3
erfiillen, ist D also hermitesch. Diese Randbedingung &hnelt denen, die wir
fiir den Kontinuumslimes des Chalker-Coddington-Modells auf Kreisscheibe
und Halbebene gefunden haben. Insgesamt betrachten wir daher —Dyp, als
Diracoperator fiir das Chalker-Coddington-Modell auf der Sphére.

1.2.7 Der Calderén-Projektor P,

Der néchste Schritt in der mathematischen Theorie aus [9] besteht in der
Definition des Calderén-Projektors Py;. Dazu definieren wir zunéchst den
Cauchydatenraum L,;. Es handelt sich um die Einschriankung auf den Rand
von M derjenigen Spinoren, die im Kern des betrachteten Diracoperators D
liegen:

Ly = r(ker(D : Hi(E) — H_1p,)) C L*(E|om). (1.11)
Py ist nun definiert als die orthogonale Projektion auf den Cauchydaten-
raum.

1.2.8 Der Calderén-Projektor fiir ein masseloses Di-
racfermion auf der Halbebene

Wir betrachten den Diracoperator

D = —io,0, —i0,0, = (—iamo+ ), —Zamo— 3?4) _

30



Der Cauchydatenraum

Wir miissen den Kern von D : H.,(E) — H_.,(FE) berechnen. Betrachte
dazu ¢ € L*(F) beliebig. 1) hat die Fourierdarstellung

(o) =5 L (e ) v

Jetzt ist ¢ € ker D dquivalent zu
Dy =0

q =1k  fir ¢,
<:>{q = —k fiir ¢y

{ (ekx; iky) , (ekmoiky> ‘ ke R} (1.12)

den Kern von D auf.

Einschriankung auf H.,(E). Definieren wir zunéchst den !/2-ten Sobo-
levraum zu einem Biindel E. Ist [ eine positive ganze Zahl, dann ist der [-te
Sobolevraum

Somit spannt

Hy(E) :={¢y € L*(E)| 0™ € L*(E) fiir jeden Multiindex o mit |a| < [}.
Das ist dquivalent zu
> / 6% |2dx = / > |0°yPde < 0.
jaf<t M Mial<t

Erfiillt die Fouriertranformierte 1@ die Bedingung
/ D + K2 < oo, (1.13)
FM

so ist die obige Bedingung fiir ¢ erfiillt und umgekehrt. Die Bedingung an die
Fouriertransformierte 1&8t sich auf rationale [ ausdehnen. Damit ist H,(E)
definiert.

Der 1/2-te Sobolevraum zu unserem Biindel E := rechte Halbebene x C? ist
also Teilraum von L?(E). Quadratintegrabilitét von ¢ € Hi,(E) schrinkt
unser Erzeugendensystem (1.12) ein auf

ber |,

ek:eriky 0
0 ) ekx—z‘ky
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Einschréankung auf F|sy; ergibt den Cauchydatenraum. Dieser ist festgelegt
durch die uneigentliche Basis

{(5) (e em)

sowie (1.13) mit [ = 1/2 und M = y—Achse.

Zum Calderon-Projektor

Um uns dem Calderén-Projektor Py, zu ndhern, berechnen wir zunéchst seine

elay
Wirkung auf ¢ := ( 0 ) Sei

(Pa)n(g, k)e ™
Pp= [ O ( (Prsym (0, F)c ) |

Das ist sinnvoll, da Py auf r(ker D : Hij,(E) — H_./,(E)) projizieren soll.
Da P, eine orthogonale Projektion sein soll, mufl Pyp 1L Py — 1), also
(Pyrth, Pypb) = (1, Pyap) sein. Ausgeschrieben bedeutet das:

(¥, Pyib) Z/Rdy/R dk(Par) (g, k)e "0ta

- 27T/R dk(Par)1i(q, k)o(k + q)

= 27(Par)ii(q, —q),

(P, Partd) = / dy / ak / K [Po)ur (0. F) (Par) s (0, K)+
+ (Par)21(q, k) (Par)an (g, k)] e’ =F

ZQW/R Ak(|(Par)11 (g, B2 + | (Par)aa (g, %)),

Leider ist das die expliziteste Form, in die ich den Calderén-Projektor bringen
kann. Die Rechnung mit massivem Diracoperator ist umsténdlicher und die
zu losende Integralgleichung und zu erfiillende Forderung sind strukturell
gleich, aber komplizierter aufzuschreiben.
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Kapitel 2

Punktkontakte, Leitwerte und
Dichtekorrelationen

2.1 Punktkontakte fiir Diracteilchen in zwei
Dimensionen

2.1.1 Punktkontakt im Chalker-Coddington-Modell

Am diskreten Chalker-Coddington-Modell aus [5], vorgestellt in Abschnitt
1.1.3, 148t sich ein Punktkontakt anbringen. Die genaue Vorgehensweise wird
in [8] erklért:

Ein Link wird in zwei Stiicke geteilt. Durch die Orientierung des Links ist ei-
nes als einlaufend, das andere als auslaufend festgelegt. Wir kénnen nun zum
Beispiel einen bestimmten Wahrscheinlichkeitsstrom in das System einfiihren.
Wir kénnen die beiden Stiicke aber auch aus dem System heraus ideallei-
tend verldngern und in einigem Abstand kurzschlieBen. Zu den verschiedenen
Punktkontakten siche Abbildung 2.1.

Wir wollen nun ein Anologon zu diesen Punktkontakten im diskreten Modell
im von Chalker und Ho in [5] gefundenen Kontinuumsmodell suchen. Zu
diesem Zweck studieren wir zunéchst eine klassische Version des Chalker-
Coddington-Netzwerks.
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Abbildung 2.1: Verschiedene Punktkontakte im Chalker-Coddington-Mo-
dell. Links werden Teilchen fester Energie in das Netzwerk
geschossen, wahrend alle am Ausgang ankommenden Teil-
chen von einem Reservoir absorbiert werden. In der Mitte
werden aus einem Reservoir Teilchen zufilliger Energie in
das System gestreut. Rechts wird der Punktkontakt kurz-
geschlossen, durchflieBende Wahrscheinlichkeitsdichte erhélt
dadurch eine zusiétzliche Phase.

2.1.2 Punktkontakt im klassischen Chalker-Codding-
ton-Modell

Wir mochten den klassischen Fall numerisch studieren. Zu diesem Zweck
werden wir zuerst ein klassisches Analogon zum Chalker-Coddington-Modell
identifizieren. Danach werden wir einen Spezialfall numerisch simulieren. Ab-
schlieBend werden kurz dessen Eigenschaften beschrieben.

Wir betrachten ein quadratisches Netzwerk aus Links, auf dem sich klassi-
sche Teilchen wechselwirkungsfrei bewegen. Die Verwandtschaft zum Chal-
ker-Coddington-Modell ergibt sich aus der Abbiegevorschrift an Knoten. Wie
bei Chalker und Coddington biegen unsere Teilchen mit einer gewissen Wahr-
scheinlichkeit, w, nach links ab. Die Wahrscheinlichkeitsdichte p; auf einer
Verbindung 1 zu einem gegebenen Zeitpunkt ¢ (die Zeit ist diskret, da wir
numerisch arbeiten wollen) ergibt sich also aus den Wahrscheinlichkeitsdich-
ten auf den Zubringerlinks ps und p3 zum Zeitpunkt ¢t — 1. Die Zubringerlinks
sind alle Links, die am Anfangsknoten von 1 enden. Quantitativ:

pr(t) = w-pot = 1) + (1 —w) - ps(t — 1),
wenn die von ps kommenden Teilchen nach links auf p; abbiegen.

Wir betrachten nun ein Netzwerk von 500 x 500 Links, das mit reflektierenden
Réandern ausgestattet wird. Das Netzwerk wird folgendermaflen mit einer
Anfangsdichte versehen: Auf dem Link an einem Punkt K5, der sich nahe
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der Mitte des Netzwerks befindet, wird die Dichte auf Null gesetzt. Den
Spiegelpunkt zu K, beziiglich der Mitte des Systems bezeichnen wir mit
K. Hier setzen wir die Dichte auf einen konstanten Wert a. Abseits von
K; und K setzen wir die Dichte auf ¢/2. Nun fiithren wir die beschriebene
Zeitentwicklung durch und setzen danach die Dichten bei K; und K, auf
ihren Anfangswert zurtick.

Zur Ermittlung der Dichteverteilung nach N Zeitentwicklungsschritten wird
ein Computerprogramm geschrieben. Eine Zeichnung des Graphen der Dich-
teverteilung fiir einen bestimmten Parametersatz findet sich in Abbildung
2.2.

S

Wahrscheinlichkeitsdichte

oy
{

)

K Ky Ort

Abbildung 2.2: Wahrscheinlichkeitsdichte im klassischen Fall (Seitenan-
sicht). Der Abstand zwischen den Punktkontakten betrigt
ungefihr 80 Knoten. Die Abbiegewahrscheinlichkeit ist w =
1/2. Es wurden N = 50000 Zeitentwicklungsschritte durch-
gefiihrt.

Wir mutmaflen nun, dafl ein Punktkontakt im quantenmechanischen Konti-
nuumslimes mit einer Singularitit von Spinor und Wahrscheinlichkeitsdichte
am Kontakt einhergehen wird. Wir nehmen weiterhin an, daf§ die Wahr-
scheinlichkeitsdichte wie 1/r abfallen wird, wenn r der Abstand vom Kontakt
ist.

2.1.3 Lo6sung der Diracgleichung auf einem punktier-
ten Teilgebiet der Ebene

In diesem Abschnitt l6sen wir die Diracgleichung auf einem Teilgebiet der
punktierten Ebene. Zunéchst formulieren wir das Problem in Polarkoordi-
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naten. Aus der Forderung nach Wahrscheinlichkeitserhaltung berechnen wir
die Wahrscheinlichkeitsstromdichte. Diese erlaubt uns, den Drehimpulsope-
rator beziiglich des Polarkoordinatenursprungs sowie dessen Eigenraum zu
bestimmen. Damit konnen wir die Diracgleichung auf Besselsche Differenti-
algleichungen zuriickfithren. Der Abschnitt endet mit einer Besprechung der
Eigenschaften der gefundenen Losungen.

Polarkoordinaten fiir den Kontinuumslimes

Um die im Abschnitt 2.1.2 vermutete Singularitit der Wahrscheinlichkeits-
dichte zu ermoglichen, fithren wir Polarkoordinaten (r, ¢) mit r = Abstand
zum Kontakt und ¢ = Winkel zwischen Ortsvektor des betrachteten Punkts
und der x-Achse ein. Der Zusammenhang zwischen (z,y) und (r,¢) wird
vermittelt durch

x = rcos(¢), (2.1)
y = rsin(g).
Eine kurze Rechnung zeigt:
O0p = 20y — YOy, (2.2)
5, = 2=ty
8, = cos(4)d, — Sm?f‘b) Dy,
0, = sin(¢)0, + Cos;r(‘ﬁ) Dy

Wir kénnen auch noch komplexe Koordinaten auf der Ebene einfiihren: z =
x 41y, Z. Die Ubersetzung von x,y nach z, zZ und zuriick ist klar. Beziiglich
der Ubersetzung z, z nach r, ¢ sind folgende Gleichungen niitzlich:

PR S
), = A : , 2.3
2 + 2ir ¢ ( )
et e
35 - —8T - —8 .
2 2ir ¢
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Wir betrachten nun den Standard-Diracoperator aus (1.2). In Matrixschreib-
weise und komplexen Koordinaten lautet er

(0 0,
D=-X ( 0. O) ,
und in Polarkoordinaten

0 —ie 9, — =20,
—iei‘b&» + %&é 0 .

Wahrscheinlichkeitsstromdichte und radialer Wahrscheinlichkeits-
strom

In diesem Unterabschnitt berechnen wir die Wahrscheinlichkeitsstromdichte,
die uns erlauben wird, den Drehimpuloperator unseres Systems zu bestim-
men. Wir berechnen eine Formel fiir den Wahrscheinlichkeitsstrom in ein
kreisformiges Gebiet, die wir fiir die analytische Losung der Diracgleichung
aber nicht bendétigen.

Zunachst berechnen wir den Wahrscheinlichkeitsstrom fiir einen stationéren
Zustand aus den folgenden Forderungen:

1. Giiltigkeit der Kontinuitétsgleichung:

0 .
5 (XTx[d:c A dy, —|—]) +dj =0, (2.4)

d ist die totale Ableitung im Raum, [dz A dy, +] die orientierte Eukli-
dische Flichenform?.

2. Giiltigkeit der zeitabhéngigen Diracgleichung: Dy = —id, .
Eine kurze Rechnung ergibt:

%(XTX[dx Ady, +]) =28 (x"(Dx)) [dz A dy, +]

= —dS [(ixx3 + iXzx1) [dy, +] — (Xixs — Xaxa) [do, +]]
= —dR [(X'oux) [dy, +] = (xToyx) [dz, +]]

! Hierbei stellt [Form,+] das Versehen einer Differentialform mit der durch den Ge-
genuhrzeigersinn gegebenen Orientierung dar. Durch die Einbettung in den R haben wir
festgelegt, aus welcher Richtung wir das System betrachten. Deswegen ist diese Wahl der
Orientierung eindeutig.
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Daraus und aus (2.4) folgt die Wahrscheinlichkeitsstromdichte.

Wir wollen spéter in o einen Punktkontakt anbringen. Wir werden uns dann
fiir den Gesamtwahrscheinlichkeitsstrom I zum Ursprung hin interessieren.
Wir leiten jetzt eine Formel fiir [ her. Wir legen zu diesem Zweck den Kreis

C:0,2nr] = R*t—o+R (Zﬁf((f;)

um den Ursprung. Diesen kombinieren wir mit der Orientierung “Gegenuhr-
zeigersinn” und erhalten eine auflen orientierte 1-Kette, deren Orientierung
ins Innere des Kreises weist. Der Gesamtflufl ergibt sich zu

1= / Gy — judy)
C

_ R /0 "Gy (R ) sin(t) + ju (R, ) cos(t)) dt.

Mit den Vereinfachungen
Je = 2R(X1x3) (2.5)
jy = _23(Y1X3)

erhalt man

2m
I= —2R/ (S(1x3) | (roy sin(t) + R(X1x3) | (r) cos(t)) dt. (2.6)
0

Drehimpuls

Die Kenntnis der Wahrscheinlichkeitsstromdichte erlaubt es uns, den Dre-
himpulsoperator £ zu bestimmen. Wir fordern dazu, dafl sich Aufenthalts-
wahrscheinlichkeit und Wahrscheinlichkeitsstromdichte unter Drehung in der
natiirlichen Weise verhalten. Aus diesen Forderungen ergibt sich eine Gruppe
von Transformationen des Spinorraums, deren Generator der Drehimpulsope-
rator ist. Wir zeigen, dafl £ eine Erhaltungsgrofie unseres Systems ist. Ab-
schlieBend berechnen wir Erzeugendensysteme der Eigenrdume von L sowie
sein Spektrum.

Aus dem Chalker-Coddington-Modell folgen nach Abschnitt 2.1.3 Wahr-
scheinlichkeitsdichte p = xTx und Wahrscheinlichkeitsstromdichte

j = jy[dl’, +] - ]x[dyv +]'
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Fiir unsere Zwecke ist es niitzlich, j ein Vektorfeld j zuzuordnen. Drehen
wir nun unser Koordinatensystem um den Winkel —a, bei positivem « also
mit dem Uhrzeigersinn. Gestrichene Gréflen beziehen sich auf das rotierte
Koordinatensystem. Es mufl dann

p(r',¢") = p'(r,¢ + a) = explady]p'(r, ¢)

sein, folglich
pl(ra (b) = exp[—a%]p('r, ¢)

Nun ist noch j zu betrachten. Wir verwenden die Abkiirzungen S = sin(a),
C' = cos(a) und rechnen:

Porei e (G TR e
g ( (exp[=9/2]x1) (xs expli9/2]) ) _

—i(exp[~i¢/2)x1) (x3 exp[id/2])

Das der Wahrscheinlichkeitsstromdichte zugeordnete Vektorfeld rotiert also
um den Winkel o, wenn der Spinor mit exp [—wﬁ%ﬂ transformiert wird.

Mit der Forderung D(R(«)) = exp[—i¢L] (mit D der eben ausgerechneten
Darstellung der SO(2) auf dem Spinorraum) ist also

5:4%+%. (2.8)

L ist nun eine Erhaltungsgrofie unseres Systems, da LD = DL ist. Dieser
Zusammenhang ist sowohl aufgrund der Analogie zum Paulischen Spin als
auch aus Symmetriegriinden klar, aber auch leicht nachzurechnen:

[ﬁJﬂ:rﬁﬂﬂ%—yagﬂ—%am—wﬂk—u@@]
:—%u@—y@@A—%u@—y@ﬁﬂ—g@mg@—%wmm@

= 0,(0y) + 0y(—0;) + 0,0, — 0,0,
=0.

Zum Abschlufl unserer Analyse des Drehimpulsoperators interessieren wir
uns noch fiir Eigenspinoren und Spektrum von £. Wir gehen analytisch vor
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und formulieren die Eigenwertgleichung fiir £:

(T ) ()= ()

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz fiir gewohnliche Differentialgleichungen
18t uns folgern, dafl sdmtliche Losungen die Form

f(r)ei(m_l/2)¢
(g(r>ei(m+1/2)q5 (2.9)
annehmen. Die Spinoren sollen stetig sein. Deshalb mufl m halbzahlig gew#hlt

werden. Die Spinoren (2.9) werden im folgenden als Basis zur Losung der
Diracgleichung benutzt.

Analytische Losung der Diracgleichung auf der punktierten Ebene

Wir haben nun das Werkzeug parat, die Diracgleichung analytisch zu losen.
Zunéchst werden wir den Umstand ausnutzen, dafl wir jede Losung der Di-
racgleichung nach Drehimpulseigenspinoren entwickeln konnen. Wir werden
auf Besselsche Differentialgleichungen stofien, deren Losungen uns ein Erzeu-
gendensystem des Losungsraum der Diracgleichung liefern. Zum Abschlufl
analysieren wir einige Eigenschaften dieses Erzeugendensystems.

Da unserem System nach Herausnahme des willkiirlich gewéhlten Ursprungs
die Translationssymmetrie fehlt, ist der Impuls keine Erhaltungsgréfie mehr.
Nach Abschnitt 2.1.3 ist uns allerdings der Drehimpuls als Erhaltungsgrofie
bekannt. Wir entwickeln daher die Eigenfunktionen von D zum Eigenwert
FE nach Eigenfunktionen (2.9) von L, setzen in die Diracgleichung ein und
vergleichen Koeffizienten. Das so erhaltene System von zwei Differentialglei-
chungen pro Drehimpulseigenwert 1&8t sich entkoppeln. Wir erhalten folgende
Differentialgleichungen (f, ¢ siehe (2.9)):

P2f 4 rf 4 (Br)? = (m = 14)%) f =0
7“29" g + ((ET)2 —(m+ 1/2)2) g=0.

Sie lassen sich nach Reskalierung 7 := Er durch Vergleich mit Gleichung 9.1.1
von [1] als Besselsche Differentialgleichungen identifizieren. Der Losungsraum
wird durch die Hankelfunktionen H® und H® (“Besselfunktionen dritter
Art”) aufgespannt. Durch Einsetzen in die Diracgleichung erkennen wir, daf
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der Eigenraum zum Energieeigenwert E von D aufgespannt wird durch:

{@ (Hii e W)

ZHy(iJrl/g(ET) l(m+l/2

(1)

m+1/2 (Er)ez (m+1/2)¢

m ist halbzahlig} . (2.10)

Abschlieend mochten wir unser Verstéindnis des gefundenen Erzeugendensy-
stems durch Studium einiger Eigenschaften der Hankelfunktionen verbessern.
Diese Eigenschaften sind nachzulesen in [1], Kapitel 9.

Zunéchst bemerken wir die Verwandtschaft zwischen Hankelfunktionen H,,,
Neumannfunktionen Y,, und Besselfunktionen .J,,:

Y = J, +iY,, HY = J, —i¥, "= H{.

Die erste Hankelfunktion ist also fiir reelles Argument und ganzzahligen Index
das komplex Konjugierte der zweiten Hankelfunktion.

Als néchstes erkennen wir eine Beziehung zwischen den Hankelfunktionen
und ein- beziehungsweise auslaufenden Kreiswellen:

O (r) "0 /2] (rr)ei (T (2.11)

n

Fiir grofe Abstiande vom Ursprung entspricht die erste Hankelfunktion al-
so einer auslaufenden Kreiswelle, deren Wellenzahl durch ihr Argument be-
stimmt werden kann. Aufgrund der zuvor diskutierten Eigenschaft entspricht
die zweite Hankelfunktion fiir grole Abstéinde vom Ursprung einer einlaufen-
den Kreiswelle.

Zuletzt betrachten wir das asymptotische Verhalten der Hankelfunktionen
fiir kleine r:

rT— . r— ]. 1 -
iH(r) <" —iHP(r) "2 ~T(n ><§T> A0 (212)
™
T'H r— 2
iHO () 'R —iHP (1) 'R0 Z
s

Die Hankelfunktionen — und somit auch die Spinoren aus unserem Erzeugen-
densystem — divergieren fiir r — 0. Wéahlen wir den Drehimpulseigenwert
m = /2, so dominiert in der quantenmechanischen Wahrscheinlichkeitsdich-
te fiir r — 0 der r~!-Term, was der klassisch in Abschnitt 2.1.2 gefundenen
Situation entspricht. Wir folgern, dafl der divergente Neumannanteil der Han-
kelfunktion fiir die Beschreibung von Punktkontakten wesentlich sein wird.
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2.1.4 Aufteilung in ein- und auslaufende Wahrschein-
lichkeit und Randbedingungen an der Punktie-
rung

Am Ende dieses Abschnitts definieren wir, was wir unter einem Punktkon-
takt im Kontinuumsmodell verstehen. Die Definition bendétigt eine Auftei-
lung einer gegebenen Losung der Diracgleichung in zwei Anteile: einen, der
Wahrscheinlichkeitsdichte zum Ursprung hin und einen, der Wahrscheinlich-
keitsdichte vom Ursprung weg tragt. Dies geschieht in Analogie zu eindimen-
sionalen Systemen.

In einer Dimension tragen die ebenen Wellen e** beziehungsweise e~*% den
nach rechts beziehungsweise links laufenden Wahrscheinlichkeitsstrom zu ei-
ner von k abhéngigen Energie. In (2.11) hatten wir bereits eine Beziehung
zwischen Kreiswellen und den Hankelspinoren aus (2.10) hergestellt. Diese
Analogie gibt uns die benétigte Aufteilung vor.

Wir schreiben im folgenden S° fiir den H™-Anteil eines Spinors aus der
linearen Hiille von (2.10) und S° fiir den H®-Anteil. i beziehungsweise o
stehen fiir “in” beziehungsweise “out”?. Die C-Koeffizienten fiir die einzelnen
Drehimpulse werden mit o bezeichnet.

Wir interessieren uns fiir den Wahrscheinlichkeitsstrom zum Ursprung hin,
der von S* getragen wird. Nach (2.6) ist fiir dessen Berechnung die Grofe

(S7), (%), wesentlich, wobei die Indizes hier die Spinorkomponenten bezeich-

nen.® Fiir ihre Berechnung ist die Identitit
2
wld.’

siehe [1], Gleichung 9.1.16, Id. steht fiir die identische Abbildung, wesentlich.
Es ergibt sich

(89,(5)3(r, ) = > iBe™ | P[(JonToni1+

+ YY) (Er) + (Yo dmir — Y1 Jm) (E1)] + Mischterme
und durch Einsetzen in (2.6)

Yme—l—l - Ym—l—lJm =

I'=8) |a,|*. (2.13)

2Wir betrachten hier den Bereich des Punktkontakts und die Umwelt (in der wir uns
als Betrachter befinden) als “innen”, und das streuende System als “aufien”.

3In Analogie zum Chalker-Coddington-Modell betrachten wir unseren Zweier-Spinor
als erste und dritte Komponente eines Vierer-Spinors.
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Die Mischterme verschwinden bei der Integration. Hieraus und aus der asym-
ptotischen Entwicklung (2.11) schlieBen wir, da§ S* den am Punkt o aus dem
System ausflieBenden Strom tréagt. Die gleiche Rechnung 148t sich auch fiir
S° durchfiihren.

Wir definieren jetzt fiir unser System den Begriff Punktkontakt. In Abbildung
2.3 wird eine Ubersicht der Situation gegeben. Sei ¢ > 0 und kleiner als jede
andere relevante Linge! und M := Fy \ B.(0). D (siehe (1.2)) lebe auf den
stetigen, C?-wertigen Funktionen auf M, ebenso L (siehe (2.8)).

Fiigt man D noch Unordnungselemente (Skalar- oder Eichpotentiale, Masse)
hinzu, so miissen diese so langwellig sein, dal man das System bis zu einer von
Drehimpuls und Energie abhéngigen Distanz [ vom Ursprung als geordnet
betrachten kann. [ ist gegeben als die Linge, ab der die Naherung (2.11)
(Kreiswellen) fur (2.10) gut wird.

Wir betrachten eine gleichzeitige Eigenfunktion ¥ zu D (Eigenwert E) und
L (Eigenwert m). Diese Eigenfunktion 148t sich im Bereich zwischen ¢ und [
bis auf eine komplexe Konstante schreiben als

S+ 5°, (2.14)
wobei « eine komplexe Zahl ist.

Wir sagen, am Ursprung o des Systems ist ein m-Punktkontakt angebracht,

wenn o # 1 ist. Fiir einen stromlosen m-Punktkontakt ist a = e* mit
¢ ¢ 21
Wir bemerken, daf§ wir durch die Randbedingungen
9=\ ™2 —im
lim Ui(r,¢)=1—« 2.15
i (%) et (2.15)
fiir m # 1/2 sowie .
o
lim ————— =1-
M ot ) ¢

fir m = 1/2 den Koeffizienten a bereits bestimmen koénnen (zumindest fiir
e — 0). Bei Kenntnis von (2.15) 148t sich mit Hilfe von (2.13) der Wahr-
scheinlichkeitsstrom durch o aus dem System heraus sofort angeben.

4 Andere relevante Lingen sind die Wellenléinge des Teilchens %, die Grofle des Systems
L, die Wellenldnge der Unordnung A. Fiir ein System mit zwei Kontakten kommt noch
deren Abstand d hinzu.
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typisches Unordnungspotential

=~
S
X

wie rechts

Abbildung 2.3: Die zur Definition eines Punktkontakts nétigen Léngen. E
gibt fiir r > [ die Wellenlénge der Besselfunktionen J;(Er)
und Neumannfunktionen Y7 (Er) (beide computergeneriert)
an. £ beschreibt die Punktierung des betrachteten Teilge-
biets der Ebene. Die Korrelationslénge der Unordnung ist
grofer als [.
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2.1.5 Simulation eines kurzgeschlossenen Punktkontakts
durch ein Stérpotential

Wir schlieBen nun das System aus Abschnitt 2.1.4 durch Einbeziehung des
bisher ausgenommenen e-Balls. Dabei mochten wir durch lokale Anderung
des Diracoperators einen (stromlosen) Punktkontakt simulieren, also eine
Aufteilung (2.14) mit o # 1 der Wellenfunktion im Abstand [ vom Ursprung
beibehalten. Wir fiihren ein lokales Storpotential am Ort des Punktkon-
takts ein. Die Auswirkung auf das Spektrum quantifizieren wir mit Hilfe
von Storungstheorie erster Ordnung.

Im folgenden betrachten wir den (unordnungsfreien) Diracoperator
D:=D+1V(r). (2.16)

Dabei sei V(r) := vV°(r) ein glattes Potential, dafi auBerhalb von B;(0)
verschwindet. Die Wellenldnge des Potentials sei [. Storungstheorie erster
Ordnung erlaubt uns, die Anderung des Energieeigenwerts zu D im gewéhlten
Niveau ndherungsweise zu bestimmen:

AEY = (y|V]y) (2.17)
l
= 4T %4 12 2 dr.
2 /0 () ([ + s [ )rdr

Um zu erkennen, dafl die Punktkontaktbedingung an (2.14) erfiillt ist, be-
rechnen wir die Auswirkung des Stoérpotentials auf einen Spinor ¢ mit Hilfe
der WKB-Niherung®:

wWKB<ET; (b) = 2/)ungestért (Ar (E - V(LU)) dﬂ?, ¢) .

Unter der Annahme, dafl sich die Energie des Zustands beim Einschalten

des Storpotentials nur wenig dndert ((2.17) also klein ist), verschwindet der
Fehler

. , 0
_ ijo _ r
(D E)Sl/2 = ( /EH12/1 (for (E _ V(Q?)) d:L') =V(r)r+J, V(m)dm)

r fOT(E—V(x))da:

fiir r = [, wo wir den Phasenunterschied zwischen ein- und auslaufender
Welle bestimmen wollen. Da [ so gewéhlt ist, dafi die Ndherung (2.11) gut

ist, gilt fiir das ungestorte System niherungsweise Sf/; (Er) o %ejFiEr. Die
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Ersetzung Er — [/ (E — V(z)) dz der WKB-Néherung liefert uns nun einen
im Vergleich zum ungestorten System zusétzlichen Phasenfaktor

2 /0 | V(r)dr

zwischen ein- und auslaufendem Anteil. Wir folgern, dafi die Anbringung des
beschriebenen Storpotentials der Anbringung eines geeigneten kurzgeschlos-
senen 1/2-Punktkontakts entspricht. Ist die Energie des betrachteten Zu-
stands festgelegt — zum Beispiel durch einen zweiten, nicht-kurzgeschlossenen
Punktkontakt — so schriinkt das die Wahl von vV%(r) ein, wenn es stationire
Zustéande geben soll.

Wir betrachten nun das ungeordnete System. v ist ein Figenspinor eines
Diracoperators D* mit Unordnung. Der Definitionsbereich von D" sollen
die auf M U B.(0) einmal schwach ableitbaren Spinoren sein. [¢| ist tiber
den Trager des Storpotentials ndherungsweise konstant, da die Unordnung
in diesem Bereich ndherungsweise konstant ist. Dann ist

I
AEY = 2nup(r = O)/ VO(r)rdr. (2.18)
0

::C/Qﬂ'
V(r) sei im folgenden immer so schwach, daf§

Unordnungspotential + V' (7)

ein Unordnungspotential ergibt, das im durchzufithrenden Unordnungsmittel
ein dhnliches statistisches Gewicht wie das urspriingliche Unordnungspoten-
tial hat.

Mit den Betrachtungen dieses Abschnitts ist also ein Zusammenhang zwi-
schen einem parametrisierten Storpotential und dem Energieeigenwert ge-
wonnen. Dieser Zusammenhang wird im folgenden eine “Zustandsgeschwin-
digkeit” (im englischen “level velocity”) liefern.

2.2 Punktkontaktleitwerte und Dichtekorre-
lationen

Ziel dieses Kapitels ist, ein Analogon zum Hauptergebnis von [6] fiir das fla-
che, zweidimensionale Diracsystem zu finden. Einleitend rekapitulieren wir

®Niherung von Wentzel, Kramers und Brillouin. Die Version fiir Schrédinger-
Operatoren wird zum Beispiel beschrieben in [10], Seite 104.
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das Hauptergebnis und stellen den Zusammenhang zu unserer Situation her.
Wir entwickeln ein kontinuierliches Modell, das dem in [6] verwendeten dis-
kreten Modell entspricht. Wir formulieren nétige Voraussetzungen und leiten
das gesuchte Analogon ab.

2.2.1 Einleitung

In [6] besprechen Rochus Klesse und Martin R. Zirnbauer das Chalker-
Coddington-Netzwerk, das sie — wie in Abschnitt 2.1.1 beschrieben — 6ffnen.
Sie beweisen folgende Formel:

21 f(pm/p1))e = (F(Tim)),
mit

(...) : gegebenes Unordnungsmittel,
v : Zustandsdichte bei E = 0,
pi - Wahrscheinlichkeitsdichte auf Link ¢ des Netzwerks,

[ iRy — R,
F(z) = /027T g—f (}1 — el’@\/ﬂf/&:) :

(.= [ 4B 6 - B)Aw)

1; : stationéirer Zustand des geschlossenen Systems.

Voraussetzungen sind: (i) Die Phasen der Koeffizienten Sy und S,,, der
Streumatrix sind gleichverteilt und statistisch unabhéngig voneinander. (ii)
Beide sind statistisch unabhéngig von 7j,,.

Nun beschreiben wir unsere Situation prézise. Dazu definieren und benennen
wir zuerst die grundlegenden mathematischen Objekte. Wir legen die zu be-
trachtende Energieskala fest. Punktkontakte werden definiert, und ein erster
Zusammenhang zwischen offenem und geschlossenem System wird formuliert.

Gegeben sei eine kompakte Teilmenge M des Ey. Auf den stetigen Funktionen
M — C2 mit verschwindendem Wahrscheinlichkeitsstrom durch den Rand
von M lebt ein Diracoperator D = (p, — A4)0 + (py — Ay)oy + mo. + V1
(siehe [5]), die Fluktuationen von A, m und V sind statistisch unabhéngig.
Das Unordnungsmittel sei (...) oder [D[A,m,V]F[A,m,V]..., wobeli F
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aufgrund der statistischen Unabhéngigkeit faktorisiert. Die Wellenldnge der
Unordnung sei nach unten beschrénkt.

Da M kompakt ist, hat D ein diskretes Spektrum, so daff das Mittel (... ),
auch fiir unsere Situation Sinn macht. Im weiteren schicken wir — Klesse und
Zirnbauer folgend — € und damit die Grofle des betrachteten Energiefensters
gegen Null. Wir haben so die zu betrachtende Resonanzenergie festgelegt.

Zwei stromlose 1/2-Punktkontakte 1 und 2 werden wie in Abschnitt 2.1.4
ausgezeichnet. Der Abstand zwischen Thnen sei grofl gegen ihre Ausdehnung [.
Die Wellenfunktion des Systems 148t sich in einer [-Umgebung des jeweiligen
Kontakts aufteilen in ein- und auslaufenden Anteil (siehe (2.10)):

Y (rV,00) = 8, (. 6W) + i Sy, (r, 61V)
b (r®,6®) = 0,59, (r®, ) +iyS0, (F®, 6) |

Die Indizes an S7° erinnern uns an unsere Beschrinkung auf Gesamtdrehim-
puls 1/2.

Wir koénnen jetzt einen Zusammenhang zwischen der Streumatrix S und
einem Eigenzustand des geschlossenen Systems in der Ndhe der Kontakte
herstellen. Wir konnen zur Berechnung eines Streuzustands ¢ das geschlos-
sene System zur Hilfe nehmen, wenn wir ein Energieniveau des geschlossenen
Systems der Energie der eingestreuten Teilchen anpassen kénnen. Wir spre-
chen dann von Resonanz. Streuzustand und Eigenspinor unterscheiden sich
héchstens in einem e-Ball um den Punktkontakt. Die Beschreibung des ge-
schlossenen Systems liefert iy, i, und oo, was die Besetzung der ein- und
auslaufenden Kanéle festlegt. Ist umgekehrt die Besetzung der Kanile be-
kannt, so ist die Streumatrix definiert durch

()=o) () (2.19)

Nach Landauer und Biittiker ist T}5 = |Si2|* der Punktkontaktleitwert, dem
unser Hauptinteresse gilt. Wir haben damit die Vorarbeiten abgeschlossen
und widmen uns nun der Ubertragung der Argumentation aus [6].
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2.2.2 Eine Formel fiir den Leitwert

In diesem Unterabschnitt wollen wir — mit Hilfe einiger Annahmen — die

Formel
(5)r),

(p2)e
als direkte Entsprechung des Hauptergebnisses von [6] herleiten. Wir formu-
lieren zunéchst hinreichende Voraussetzungen. Dann nutzen wir als ersten
Schritt den im letzten Abschnitt hergeleiteten Zusammenhang zwischen S
und ¢ bei Resonanz. Zur Abstimmung des Spektrums des geschlossenen Sy-
stems auf Resonanz bauen wir ein Stérpotential ein, dessen Auswirkungen
wir zumindest in Grenzfillen quantitativ untersuchen. Wir kénnen mit Hil-
fe des Storpotentials ein resonantes Unordnungsmittel definieren. Mit die-
sem diirfen wir nur bei Resonanz giiltige Zusammenhénge mitteln. Wir ver-
kniipfen dann das resonante mit dem nicht-resonanten Mittel durch eine niitz-
liche Formel, die uns das Endergebnis liefert.

= (F'(T12))

Voraussetzungen

Wir formulieren nun spéter benétigte Voraussetzungen an das Unordnungs-
mittel: Wir fordern, dal der Winkel ¢; der Phase zwischen ein- und aus-
laufendem Anteil der Wellenfunktion am Kontakt 1 statistisch unabhéngig
vom Unordnungspotential in der [-Umgebung des Kontakts 2 sein soll. Diese
Voraussetzung entspricht dem zweiten Teil der Forderung (i) von Seite 47.
Aulerdem fordern wir, dafl 75 statistisch unabhéngig von ¢; und von der
Anbringung eines Buckelpotentials nach Abschnitt 2.1.5 sein soll.

Zusammenhang zwischen Streumatrix und Wellenfunktion bei Re-
sonanz

Wir mochten einen Zusammenhang zwischen 775 aus dem offenen System und
den die Wellenfunktion des resonanten, geschlossenen Systems beschreiben-
den Zahlen i1, 75 und oy herstellen. Dazu definieren wir eine der Streumatrix
verwandte Matrix. Bestimmte Hankelspinorkoeffizienten bilden einen Eigen-
vektor dieser Matrix zum Eigenwert 1. Es folgt eine Gleichung, die 712, 09
und eine Phase verkniipft.

Wir gehen von der Streumatrix (2.19) und dem Leitwert Tyy = |Sio]? aus.
T} ist unabhéngig von der Phase von Sj,. Da wir stromlose Punktkontakte
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betrachten, gilt i; = ¢ und iy = €20, mit @1, o € [0, 27]. Wir schreiben
(2.19) folgendermaflen um:

1 et 0 1
()= (0 #) o)
N————

=Tt

Wir definieren S := T'S. S ist unitér, da 7 und S unitéir sind. AuBerdem

~ |2 ~
gilt T1o = |S12| , so da} S fiir unsere Zwecke die Streumatrix ersetzen kann.

(01) ist Eigenvektor von S zum Eigenwert 1. Wir folgen wieder Klesse und
2
Zirnbauer und bemerken, daf

2

_a . . 2
18] |1 = emSnein T
T12 T12

|oo|* = (2.20)
ist. Dies gilt nur bei Resonanz. Damit ist die am Anfang des Abschnitts
angekiindigte Gleichung gefunden.

Spektralabstimmung durch Stérpotential

Wir mochten einen Parameter in unser System einbauen, der es uns erlaubt,
das Spektrum einer gegebenen Unordnungskonfiguration auf Resonanz ein-
zustellen. Dazu fiigen wir dem System ein Buckelpotential variabler Stérke
am Ort 2 hinzu. Wir legen dann einen unordnungsunabhéngigen Variati-
onsbereich fiir die Stéirke des Buckelpotentials fest, in dem mehrere Niveaus
auf Resonanz gebracht werden. Wir erkennen eine Schwierigkeit, die wir im
Abschnitt “Uberlegung zur Auswirkung des Buckelpotentials” behandeln.

Aus Abschnitt 2.1.5 ist bekannt, dafl ein buckelférmiges Potential an einem
Ort eine Abstimmung des Spektrums des geschlossenen Systems erlaubt. In
erster Ordnung Storungstheorie war diese Abstimmung durch (2.17) quanti-
fiziert worden. Wir betrachten Buckelpotentiale der Form vV (r) bei 2, und
zwar fiir v wie im néchsten Absatz beschrieben.

Wir legen ein maximales v =: w fest, wihlen im folgenden also v € [0, w].
Betrachtet werden alle moglichen Unordnungskonfigurationen {(A,m,V)}.
w soll so groB sein, daf fiir beliebiges (A, m, V) gilt: E;(A,m,V +v,V°) =0,
und zwar fiir viele v; € [0, w] (siehe Abbildung 2.4). In Worten: Durch Auf-
drehen des Storpotentials stimmen wir viele Energieniveaus auf Resonanz ab.
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Die Anzahl der v; bezeichnen wir mit N,[A, m, V], wobei wir die Abhéngig-
keit von A, m und V in unserer Schreibweise nicht immer deutlich machen.
Gleichzeitig soll w so klein sein, daf3 der Leitwert im Mittel von dem Storpo-
tential unbeeinfluft ist. Unser Ergebnis darf nicht vom willkiirlich gewé&hl-
ten w abhiingen. Uberlegen wir uns zunichst, wie N,, von der Unordnung
abhéngt.

Abbildung 2.4: Spektralverschiebung durch Buckelpotential vV° fiir eine
vorgegebene Unordnungskonfiguration (schematisch). Siehe
auch Abbildung 2.5. Hier ist der Ubersichtlichkeit halber N,,
untypisch klein: N,, = 3.

Uberlegung zur Auswirkung des Buckelpotentials

Ein wesentlicher Punkt in [6] war FuBnote 9. Im Chalker-Coddington-Netz-
werk konnte gezeigt werden, dafi durch Variation der Phase auf einem Link
von 0 bis 27 genau ein Energieniveau auf Resonanz eingestellt wird. Fiir die
Argumentation war die Periodizitdt des Spektrums des Chalker-Coddington-
Modells sowohl beziiglich der Energie als auch beziiglich der variierten Phase
wesentlich. In unserem Fall ist keine der beiden Periodizitdten gegeben, so
dafl wir die Argumentation nicht einfach kopieren kénnen. Der Unterschied
zwischen unserer Herangehensweise und der aus [6] wird durch N,, charakte-
risiert.

Wir wollen jetzt argumentieren, dafi NV, fiir ausreichend grofie w grof ist,
und sich dann nur noch wenig mit der Unordnung éndert. Wir liefern Argu-
mente fiir zwei grenzwertige Regimes: Im ersten sind alle Wellenfunktionen
lokalisiert, haben also grofitenteils einen exponentiell kleinen Uberlapp mit
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dem Punktkontaktbereich. Im zweiten sind alle Wellenfunktionen delokali-
siert, haben also alle einen vergleichbar grofien Uberlapp mit dem Punkt-
kontaktbereich. Es wird sich herausstellen, daf§ N, fiir ausreichend grofie w
in beiden Féllen gleich ist. Wir nehmen dann im folgenden an, da V,, vom
Unordnungsmittel unabhingig ist.

Systemaufteilung. Wir teilen immer einen kreisférmigen Bereich um den
Punktkontakt 2 durch einen unendlich hohen Massenwall mM (r)o,, m~! —
0, vom Rest des Systems ab. Die Ausdehnung dieses Bereichs sei die Wel-
lenldnge der Unordnung. Dieser Wall ist fiir Diracteilchen undurchdringlich.
Wir betrachten nun das Spektrum des kreisférmigen Bereichs. Es ist offen-
sichtlich diskret, unbeschréinkt und unabhéngig vom Regime. Die Zustands-
dichte ist viel niedriger als im Restsystem, da der abgetrennte Bereich deut-
lich kleiner ist. Sie ist konstant iiber grofle Energiefenster, da es sich um ein
geordnetes System handelt.

Wir fiigen nun ein Buckelpotential im Inneren des Massenwalls hinzu. Das
innere Spektrum F; verdndert sich stetig mit der Stéarke v des Potentials. Das
Spektrum des Systems auflerhalb des Massenwalls ist vom Buckelpotential
vollig unbeeinflult. Zur Illustration dient der obere Teil von Abbildung 2.5.
Der Ubersichtlichkeit halber sind die in der Abbildung gewihlten Dichten
kleiner als die im tatsdchlichen System. Ohne Beschrinkung der Allgemein-
heit nehmen wir an, dafl % > () ist, solange F; ein Niveau des inneren Teil-
systems ist. Wir sehen, daf fiir das innere System N, mit w linear wachst,

solange Storungstheorie erster Ordnung anwendbar ist.

Grenzfall vollstindig lokalisiertes Regime. Jetzt beschrinken wir uns
auf den ersten Fall: Alle Wellenfunktionen sind lokalisiert. Wir betrachten
einen Ausschnitt aus dem Spektrum um die Resonanzenergie.

Zuerst geben wir ein Skalenargument. Wir gehen davon aus, dafl die Zu-
standsdichte 7 pro Flache pro Energie im Innensystem gleich der im Gesamt-
system ist. Ist £ die Lokalisierungslinge, so finden sich im Gesamtsystem &2
durch ein Buckelpotential auf Resonanz einstellbare Zustédnde. Da das In-
nensystem ungefahr so grof ist wie die Lokalisierungsléinge, findet sich im
Innensystem die gleiche Zahl so einstellbarer Zusténde.

Wir geben nun noch ein detaillierteres Argument. Wir vereinigen die beiden
Teilsysteme, indem wir den Massenwall adiabatisch auf 0 reduzieren. Dabei
vereinigen sich die Spektren der beiden Systeme zu einem Spektrum. Dort,
wo sich vor der Reduzierung des Massenwalls die Spektren der Teilsysteme
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Systeme: Spektren:
l E

— Spektrum des Innenteils
""" Spektrum des Auflenteils

N |

T L

-
!

r

[

Abbildung 2.5: Spektren von Teilsystemen. Hier: Grenzwert mit starker
Lokalisierung (die Niveaus sind nur abschnittsweise v-
abhéngig).
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kreuzten, kommt es zu vermiedenen Niveaukreuzungen. Das Ergebnis dieses
Vorgangs wird im unteren Teil von Abbildung 2.5 veranschaulicht.

Die relative Anderung von N,, bei Reduzierung des Massenwalls verschwindet
nun, denn:

1. Ist die Anzahl der Level in einem gegebenen Energiefenster gro8, so
ist die Anderung dieser Anzahl bei Entfernung des Massenwalls und
konstantem Buckelpotential dagegen vernachléssigbar gering.

2. Uberstreicht vor der Reduzierung des Massenwalls ein Niveau des inne-
ren Systems unter Variation von v eine bestimmte Energie, so ist diesem
Innenniveau ein Niveau des Gesamtsystems zugeordnet, das dieselbe
Energie iiberstreicht. Diese Zuordnung ist injektiv. Beschranken wir v
auf [0, w], so verlieren wir hochstens zwei Niveaus.

Zu 1. Wir vergleichen die Zustandsdichte des dufleren Systems mit der des
Gesamtsystems. Beide sind proportional der Systemausdehnung zum Qua-
drat. Im Grenzfall

Systemgrofie

ﬁ
Grofle des abgetrennten Bereichs

geht

Gesamtsystemausdehnung 1
— 1.

Ausdehnung des dufleren Systems

In diesem Grenzfall ist also die Zustandsdichte im inneren System vernach-
lassigbar gegen die Zustandsdichten fiir das duflere und das Gesamtsystem,
und diese sind gleich. Das ist dquivalent zu 1.

Zu 2. Fir die folgende Argumentation siehe Abbildung 2.6. Im aufgeteil-
ten System gibt es Schnittpunkte (v;, F;) innerer Niveaus mit dufleren Nive-
aus (siehe Abbildung 2.5). Im vereinigten System dominiert abseits solcher
Schnittpunkte entweder das Verhalten des inneren Niveaus oder das Verhal-
ten des duBeren Niveaus das Verhalten des Gesamtsystemniveaus. In einem
Bereich gibt es also fiir gegebene Achse F = const. und gegebenen Schnitt-
punkt der Achse mit einem inneren Niveau genau einen Schnittpunkt der
Energieachse mit einem Niveau des Gesamtsystems, im anderen keinen.

In der Néhe eines (v;, ;) kommt es nun zu vermiedenen Niveaukreuzun-
gen. Wir legen unsere Achse E = const. in diesen Bereich. (v;, F;) wird in

o4



——: Gesamtsystemniveaus

Abbildung 2.6: Zur Injektivitdt der Zuordnung Resonanz innerer Aus-
schnitt — Resonanz Gesamtsystem.

der Zeichnung umrahmt von zwei Gesamtsystem-Energieniveaus E\ e und
Eopen- Gibt es 0 < vy, < v; < vy < w, so dafl (vy, B;) und (v, E;) Schnitt-
punkte anderer duflerer Niveaus mit dem betrachteten inneren Niveau sind,
so schneiden sicher Eyjptep (v) und Ep ey (v) die ausgezeichnete Energieachse
fir v €|y, v;[. Solche vy, v; gibt es nur fiir die Schnittpunkte nicht, die den
Réndern von [0, w] am néchsten liegen. Nur an diesen Stellen kann eine Reso-
nanz des inneren Systems nicht injektiv einer Resonanz des Gesamtsystems

zugeordnet werden. Damit folgt 2.

Insgesamt geht die relative Anderung von N, beim Zusammenschluf der
Systeme im lokalisierten Regime also gegen Null, wenn die Grofle des Rest-
systems grof3 gegen die Gréfle des inneren Bereichs wird.

Grenzfall villig delokalisiertes Regime (ohne Unordnung). Wir un-
tersuchen nun das vollstindig delokalisierte Regime ohne Massenwall. Durch
Anbringung eines Buckelpotentials werden alle Energieniveaus beeinfluf3t. In

erster Ordnung Storungsrechnung ist N, = w ‘%—f itiey V- Der Index “mittel”
steht fiir Mittelung iiber das betrachtete Energiefenster. }%—f itte) 1St Propor-

tional zur Aufenthaltswahrscheinlichkeit am Punkt 2, welche proportional
zur inversen quadratischen Systemgrofie L2 ist. Die Zustandsdichte v ist
proportional zur Systemgrofle zum Quadrat. N, ist damit unabhéngig von
der Systemgrofle.

Schalten wir nun den Massenwall ein, so entspricht das entstehende innere
System dem Gesamtsystem mit geringerer Ausdehnung. Da NV, nicht von der
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Systemgrofle abhéngt, ist N, fiir das Gesamtsystem gleich N, fiir das innere
System. Damit ist N, fiir das Gesamtsystem im delokalisierten Regime gleich
N, fiir das lokalisierte Regime, denn die inneren Systeme der beiden Regimes
unterscheiden sich nicht.

Das resonante Mittel

Wir definieren nun das resonante Mittel (... )yes:

(Oyes = / DA, m, VIF[A, m, V] (2.21)
1 Ny[Am,V]

- —_— . 0
N[ A m V] ; O[A,m,V + v;|A, m, V]V"].

Ny[A, m, V] ist die Anzahl der Energieniveaus, die unter Variation der Stérke
des Buckelpotentials von 0 bis w die Achse E = 0 schneiden. v;[A, m, V] ist
dementsprechend die Nullstelle des i-ten Niveaus (siche Abbildung 2.4).

Resonante Mittelung

Anwendung der Funktion f von Seite 47 auf (2.20), resonante Mittelung und
Integration iiber [0, 27] mit Maf} % ergeben:

(F(102°)) 10 = (F(T12)) 1es »

F siehe Seite 47. Es ist

(f(02]*)) e = (F(T12)), (2.22)

da T}, nach Voraussetzung unabhéngig von dem zusétzlichen Buckelpotential
ist.

Umwandlung des Eigenfunktionsmittels in das resonante Mittel

Wir méchten nun einen Zusammenhang zwischen dem resonanten und dem
nicht-resonanten Mittel aufdecken, der uns zusammen mit dem Ergebnis des
Abschnitts “Uberlegung zur Auswirkung des Buckelpotentials” unser Ergeb-
nis liefert. Wir folgen einer Betrachtung aus [6]. Dabei rechnen wir zunéchst
ein giinstig geschriebenes nicht-resonantes Mittel in das resonante Mittel um.
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Dann argumentieren wir, daf§ das gut passende Mittel dem Eigenfunktions-
mittel von Seite 47 entspricht. Zuletzt fithren wir die Aussagen iiber den
Zusammenhang zwischen offenem und geschlossenem System bei Resonanz
zusammen mit den Aussagen {iber die Mittel und erhalten das am Anfang
von Abschnitt 2.2.2 angekiindigte Ergebnis.

Wir rechnen nun das abgewandelte Eigenfunktionsmittel (... )z,

()= /O "B /O U (B () — B) A (i (),

in das resonante Mittel um. Ey(,) bezeichnet dabei das Energieniveau, das
bei Steigerung von v als néchstes resonant wird.

Wir vertauschen die Reihenfolge von Unordnungsmittel und v- sowie FE-
Integration auf der rechten Seite. Das ist erlaubt, da das statistische Gewicht
F einer Unordnungskonfiguration sich bei Hinzufiigung eines Buckelpotenti-
als nur vernachlissigbar &ndern soll. Die E-Integration fithren wir aus. Die
d-Distribution liefert uns 1 genau dann, wenn Fy(,(v) in dem Intervall [0, ]
liegt, sonst Null. Um die Situation besser zu verstehen, betrachten wir Ab-
bildung 2.7.

Abbildung 2.7: Bestimmung des v-Intervalls, in dem E;(v) Werte im Inter-
vall [0, €] annimmt. Da € gegen Null gehen soll, darf E;(v) in
diesem Intervall linear gendhert werden.

Die v-Integration iiber [0, w] spaltet sich also auf in eine Summe iiber Inte-

OE 1 (v, -1
)] |

1 N v;+€ B
(A)e = —— <Z /

i=1

grale iiber Intervalle [vi, v; + €

OE /(. .
5 (@)

dod (60 <v>>>
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Die Integrationsgebiete konnen durch entsprechende Wahl von € beliebig klein
gemacht werden. Daher wird der Integrand als konstant angenommen und
durch seinen Wert am linken Intervallrand ersetzt. Aulerdem schreiben wir
das Unordnungsmittel als Funktionalintegral:

-1

(= [ DL, VIFLAm VI Y A (eg(00) |72 ()

i=1
e L [ om
v=0 res
or,

vw v
e’} 2m
av | [ astotopvee)

nach Storungsrechnung erster Ordnung. Damit ist das modifizierte Eigen-
funktionsmittel in das resonante Mittel umgerechnet.

Dabei ist
(¥) =

v=0

Wir setzen — erneut Klesse und Zirnbauer folgend —

oF 1
A() = f (|oaf?) 8—1)1 N
v=0 w

(Achtung — N, ist nicht durch 1) festgelegt, sondern durch (A, m, V') gegeben.
Alle relevanten Mittel kénnen aber die Eingabe von unordnungsabhingigen
Operatoren verkraften.) und folgern mit Hilfe von (2.22):

o
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Wir wollen nun argumentieren, daf in guter Naherung das Mittel (... ); dem
Mittel (...). entspricht. Zuerst formulieren wir den formellen Unterschied:
Das Schlange-Mittel addiert dem Argument der zu mittelnden Gréfie noch ein
Buckelpotential vV? bei 2 hinzu, iiber dessen Stiirke spiiter gemittelt wird.
Auflerdem ist es sensitiv fiir alle wihrend des v-Mittels resonant werdenden
Energieniveaus, nicht nur fiir das erste.

o) = o (P (i), 223

Ny vw

Durch die Wahl der Ausdehnung des Buckels, seiner Form und der maxi-
malen Stérke w wird aber sichergestellt: Die v-Mittelung ist kompatibel mit
den ohnehin vorhandenen Schwankungen des Unordnungspotentials. Prézi-
ser gesprochen: Das Potential V + vV? kommt in der Gesamtheit der Un-
ordnungskonfigurationen genauso vor wie V'; es wird also nur eine bereits
durchgefiithrte Mittelung erneut angewandt.
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Wir ersetzen im folgenden also (...)s auf der linken Seite von (2.23) durch

(... )e. Aus “Uberlegung zur Auswirkung des Buckelpotentials” wissen wir,

dafl N, sich nur wenig mit der Unordnung dndert. Wir kénnen daher (2.23)
08!

umschreiben in
2
(£ o) |5

Da erste Ordnung Stérungstheorie anwendbar ist, gilt auch nédherungsweise

oF 2.18
N, =~ wy< 8—111 U0>é ) wre(pa)e.

>~ _ N gy (2.24)

rw

Das rechts und (2.18) links in (2.24) einsetzen:

(3)r),

<p2>e = <F (T12>> .

Das ist unser Ergebnis.

Zusammenfassung und Ausblick

Der Schwerpunkt des ersten Teils der Arbeit lag auf der Untersuchung von
Randbedingungen fiir Diracoperatoren aus mathematischem und festkorper-
physikalischem Blickwinkel. Die festkorperphysikalische Betrachtung war mo-
tiviert durch den Kontinuumslimes des Chalker-Coddington-Modells in der
Ebene. Fiir sternférmige, beschrinkte Teilgebiete und die Halbebene konn-
ten wir Randbedingungen angeben, fiir die der sich ergebende Diracoperator
hermitesch wurde. Wir scheiterten bei dem Versuch, den Kontinuumslimes
des diskreten Chalker-Coddington-Modells auf der Sphére durchzufiihren.
Wir iibertrugen daher den Kontinuumslimes aus der Ebene mit differenti-
algeometrischen Methoden auf die Sphére. Auch hier fanden wir geeignete
Randbedingungen.

In der Mathematik existiert eine gut ausgearbeitete Theorie der Randbedin-
gungen und Indizes von Diracoperatoren. Um diese auf physikalische Fra-
gestellungen anwendbar zu machen, haben wir fiir Kreisscheibe und Halb-
ebene versucht, die physikalischen Beispiele in die Ansétze der Theorie in
der Version von Paul Kirk und Matthias Lesch einzubetten. Der Diracopera-
tor auf der Halbebene mit Randbedingungen aus dem Chalker-Coddington-
Modell erfiillte viele Voraussetzungen. Daher wurde versucht, fiir dieses Bei-
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spiel den in der mathematischen Theorie eine wichtige Rolle spielenden Cal-
derén-Projektor zu berechnen, was aber nicht gelang. An dieser Stelle miifite
erneut angesetzt werden, um die Indizes und Invarianten der mathematischen
Theorie zu berechnen und dann mit physikalischen Gréfien zu vergleichen.

Im zweiten Teil der Arbeit untersuchten wir Punktkontakte. Fiir das diskrete
Chalker-Coddington-Modell hatten Rochus Klesse und Martin R. Zirnbauer
eine Formel gefunden, die einen Zusammenhang zwischen dem Leitwert ei-
nes Netzwerks mit zwei Punktkontakten und bestimmten Korrelationen der
Wahrscheinlichkeitsdichten im gleichen Netzwerk ohne Kontakte herstellt.
Um einen &hnlichen Zusammenhang im kontinuierlichen Modell zu finden,
haben wir zunéchst fiir dieses den Begriff Punktkontakt definiert. Um die
von Klesse und Zirnbauer durchgefiihrte Rechnung mit Hilfe der gegebenen
Definition zu reproduzieren, stellten wir mit Hilfe eines variablen, lokalen
Potentials das Spektrum des geschlossenen Systems auf Resonanz ein. Offen
bleibt die Frage, wie stark die Anzahl der bei einer bestimmten Variation des
Potentials auf Resonanz abgestimmten Energieniveaus von der Unordnungs-
realisierung abhéngt. Wir haben nach einer detaillierten Diskussion zweier
Spezialfille angenommen, dafl diese Abhéangigkeit schwach ist. Wir konnten
dann unter &hnlichen Voraussetzungen eine zu der von Klesse und Zirnbauer
analoge Formel herleiten.
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Anhang A

Stiickwerk zur Mathematik

A.1 Clifford-Algebra

Gegeben sei ein reeller Vektorraum V' der Dimension n mit reellem Skalarpro-
dukt (e, e). Wir denken uns auf diesem Vektorraum ein Produkt - : V xV —
(Raum der Bivektoren) gegeben, das die folgende Regel erfiillt:

veowFw-v=—-2(v,w). (A1)

Den Raum der Bivektoren kann man sich zum Beispiel vorstellen als den
Raum der von zwei Vektoren aufgespannten orientierten Flichen. Aus (A.1)
ist ersichtlich: Der Raum der Bivektoren ist in(n — 1)-dimensional.

Wir erweitern jetzt den Punkt assoziativ und distributiv auf Produkte von
Vektoren mit Bivektoren und erhalten Trivektoren, dann auf Produkte von
Vektoren mit Trivektoren und so weiter. Aus (A.1) ist wieder ersichtlich:
Alle m-Vektoren mit m > n sind Null. Wir kombinieren: Die Dimension des

Raums der k-Vektoren ist
n\ n!
k) (n— k)K"

Wir definieren jetzt die Cliffordalgebra

CV)=R& @ Raum der k-Vektoren.
k=1

Die Cliffordalgebra hat die Dimension 2.
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A.2 Levi-Civita-Zusammenhang

Gegeben sei ein K-Vektorbiindel V' iiber einer glatten Mannigfaltigkeit M.
Ein Zusammenhang auf dem Vektorbiindel ist eine K-bilineare Abbildung
V:TM xV — V mit den Eigenschaften

V(aw) = aV(v) + vda,
VatJrﬁu = ont -+ BVU

Diese Gleichungen sollen fiir jede glatte Funktion o : M — K beziehungs-
weise 3 : M — K und alle glatten Schnitte ¢, v des Tangentialbiindels 7'M
sowie alle glatten Schnitte v des Vektorbiindels V' gelten.

Ein Levi-Civita-Zusammenhang einer glatten Riemannschen Mannigfaltig-
keit ist nun ein Zusammenhang V : T'M x T'M — T M mit den zusétzlichen
Eigenschaften Torsionsfreiheit

VxY = VyX = [X,Y]
und Metrikkompatibilitat
d(X,Y) = (VX,Y)+ (X,VY)

(jeweils fiir alle glatten Schnitte X, Y des Tangentialbiindels). Der Funda-
mentalsatz der Riemannschen Geometrie besagt, dafl es fiir eine gegebene
Riemannsche Mannigfaltigkeit genau einen Levi-Civita-Zusammenhang gibt.

Dem Levi-Civita-Zusammenhang V auf dem Tangentialbiindel ist durch die

Forderung
d(a(X)) = (Va)(X) + a(VX)

fiir alle 1-Formen a und Vektorfelder X genau ein Zusammenhang V auf dem
Kotangentialbiindel zugeordnet. Auch V wird Levi-Civita-Zusammenhang
genannt.

Besitzt M eine Spinstruktur, so gibt es ein Spinorbiindel § — M, ein Clif-
fordbiindel CM — M und eine kanonische Wirkung des Cliffordbiindels auf
dem Spinorbiindel, die Cliffordmultiplikation ¢ : CM — End(S). Zum Levi-
Civita-Zusammenhang V auf dem Tangentialbiindel definieren wir fiir einen
Orthonormalrahmen {e;} Koeffizienten w;; durch

ek (A.2)

Vo€ = Wij
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Wir definieren den Levi-Civita-Zusammenhang V¢ auf dem Spinorbiindel
durch die Relation

1 .
Vs =0+ 1 > whe(e)e(eh). (A.3)
ik

Die e’ sind dabei als Elemente des Cliffordbiindels aufzufassen. Fiir einen
beliebigen glatten Schnitt a des Cliffordbiindels und einen beliebigen glatten
Schnitt X des Tangentialbiindels gilt

V&, c(a)] = c(Vxa),

der Levi-Civita-Zusammenhang auf S ist also ein Cliffordzusammenhang.
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